




فصل اول: دایره

درس اول:  مفاهیم اولیه و زاویه ها در دایره

فرض کنید O نقطه ای ثابت و R عددی حقیقی و مثبت باش��د. دایره ای به مرکز O و ش��عاع R مجموعۀ 
تمام نقطه هایی از صفحه است که فاصلۀ آن ها از نقطۀ O برابر R باشد. در شکل مقابل،

M روی دایره است. OM R⇔ =

C نمایش می دهیم. O R( , ) دایرۀ C به مرکز O و شعاع R را به صورت 

دو دایره با شعاع های مساوی با هم برابرند.

وضع نقطه و دایره

C را در نظر بگیرید. وضعیت این نقطه نسبت به دایره یکی از سه حالت زیر است: O R( , ) نقطۀ A و دایرۀ 

 OA R= ⇔ A روی دایره است.  1- نقطۀ A روی دایره است. 

OA R> ⇔ A بیرون دایره است.  2- نقطۀ A بیرون دایره است. 

 OA R< ⇔ A درون دایره است.  3- نقطۀ A درون دایره است. 

C برابر 6 اس��ت. اگر نقطۀ A بیرون این دایره باشد،  O x x( , )+2 5 فرض کنید x عددی حقیقی باش��د. فاصلۀ نقطۀ A از مرکز دایرۀ 
برای x چند مقدار صحیح به دست می آید؟ 

4( نامتناهی    2 )3   1 )2 1( صفر 

x در  x< +20 5 x شعاع دایره است، پس  x+2 5 . همچنین چون  x− < <6 ، بنابراین 1 x x+ <2 5 6 ، یعنی  R OA< چون A بیرون دایره است، پس 
. پس هیچ مقدارِ صحیحی برای x به دست نمی آید. x− < <−6 5 >x یا  <0 . از اشتراک ناحیه های به دست آمده نتیجه می شود 1 x<0 x<−5 یا  نتیجه 

1- از ی�ک نقطه در صفحه، نامتناهی دایره می گذرد که مرکز این دایره ها، هر نقطۀ دلخواه از صفحه، به غیر از نقطۀ 
مورد نظر است.

2- از دو نقطۀ متمایز A  و B در صفحه نامتناهی دایره می گذرد که مرکز این دایره ها روی عمودمنصف پاره خط AB قرار دارند.
توجه کوچک ترین دایرۀ گذرنده از دو نقطۀ A و B ، دایره ای به قطر AB  است.

3- سه نقطۀ B ، A و C را در نظر می گیریم:
الف( اگر سه نقطۀ B ، A و C روی یک خط راست قرار نداشته باشند، فقط یک دایره از آن ها می گذرد و مرکز این 

دایره محل برخورد عمودمنصف های ضلع های مثلث ABC  است.
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ب( اگر س�ه نقطۀ B ، A و C روی یک خط راس�ت قرار داش�ته باش�ند، هیچ دایره ای وجود ندارد که از هر 
س�ه نقطه عبور کند. چون عمودمنصف های پاره خط هایی که این نقطه ها را به هم وصل می کنند موازی اند و 

یکدیگر را قطع نمی کنند.

دورترین و نزدیک ترین نقطۀ دایره به یک نقطه

C را در نظ�ر بگیرید. با توجه به ش�کل، در ه�ر دو حالت، در بین  O R( , ) نقط�ۀ M و دای�رۀ 

نقطه های روی دایره، A نزدیک ترین نقطه به M و نقطۀ B دورترین نقطۀ دایره به M هستند. 
 MA OM R       MB OM R| |,= − = + همچنین 

کمترین و بیشترین فاصلۀ نقطۀ A خارج دایره از این دایره به ترتیب 8 و 12 است. شعاع این دایره چقدر است؟
4 )4  6 )3  2 )2  3 )1

در ش�کل مقاب�ل، M نزدیک تری�ن و N  دورتری�ن نقط�ۀ دای�ره ت�ا نقطۀ A اس�ت. اکنون توج�ه کنید که 
. با کم کردن برابری های به دست آمده می توان نوشت  AM OA R= − =8 AN و  OA R  = + =12

 . R =2 ، پس  R =2 4

 اوضاع نسبی خط و دایره

، این خط با دایره یکی از سه حالت زیر را دارد: C O R( , ) C را در نظر بگیرید. بر اساس تعداد نقطه های مشترک خط d و دایرۀ  O R( , ) خط d و دایرۀ 
C مماس است. O R( , ) 1- خط d بر دایرۀ 

در این حالت خط و دایره تنها در یک نقطه مشترک اند.

C متقاطع اند. O R( , ) 2- خط d و دایرۀ 
در این حالت، خط و دایره دو نقطۀ مشترک دارند.

C است. O R( , ) 3- خط d خارج دایرۀ 
در این حالت، خط و دایره هیچ نقطۀ مشترکی ندارند.

می توان وضعیت خط و دایره را با مقایسۀ فاصلۀ مرکز دایره از خط با شعاع دایره به دست آورد.
C و خط d را در نظر بگیرید: O R( , ) دایرۀ 

، آن گاه خط بر دایره مماس است و برعکس. OH R= 1- اگر 

، آن گاه خط و دایره متقاطع هستند و برعکس. OH R< 2- اگر 

، آن گاه خط خارج دایره است و برعکس. OH R> 3- اگر 

2 

راه حل



فصل اول: دایره
)4(

x−2 از خط d است. اگر این خط دایره را در دو نقطه قطع کند، حدود x کدام است؟ C به فاصلۀ 1 O( , )3 مرکز دایرۀ 

x≤ <1 2
2

 )4   x< <2 3  )3   x >2  )2   x<2  )1

 x xˆi#IU#½oÄHj#q¨o¶#¾â ±ÅIÎ {½oÄHj#“I• ⇒ − < ⇒ << 2 1 3 2 چون خط دایره را در دو نقطه قطع می کند، پس 

 . x≤ <1 2
2

. به این ترتیب  x≥1
2

، پس  x− ≥2 1 0 از طرف دیگر 

چند مطلب دربارۀ خط مماس بر دایره

1- اگر خطی در انتهای شعاعی از دایره که روی دایره است، بر  آن شعاع عمود باشد، آن گاه این خط بر دایره مماس است. 
به عبارت دیگر، در شکل مقابل، اگر شعاع OH بر خط d عمود باشد، آن گاه خط d بر دایره مماس است.

2- شعاع دایره در نقطۀ تماس، بر خط مماس عمود است. 
به عبارت دیگر، در شکل مقابل، اگر خط d بر دایره مماس باشد، آن گاه شعاع OH بر خط d عمود است.

در شکل مقابل طول PO برابر 5 و شعاع دایره برابر 1 است. طول PA کدام است؟
 5 2  )2    6 2  )1
2 6  )4    2 5  )3

 A در رأس OAP می دانی�م ش�عاع دای�ره در نقط�ۀ تماس ب�ر خط مماس عمود اس�ت. پ�س مثل�ث
، OAP قائم الزاویه است )شکل را ببینید(. اکنون بنابر قضیۀ فیثاغورس در مثلث

 PA OP OA= − = − =2 2 25 1 2 6

13 است. طول مماس رسم شده از نقطۀ P بر دایره کدام است؟
2

فاصلۀ دورترین نقطۀ دایره از نقطۀ P برابر 9 و فاصلۀ P تا مرکز دایره 

6  )4   13  )3  6 )2   3 2  )1

 PA OP OA= ⇒ + =9 9 در شکل روبه رو دورترین نقطۀ دایره به نقطۀ P نقطۀ A است. پس  

. در مثلث قائم الزاوی�ۀ OPT بناب�ر قضی�ۀ  R =5
2

، یعن�ی  R+ =13 9
2

. در نتیج�ه  OP=13
2

از ط�رف دیگ�ر 

. PT OP OT ( ) ( )= − = − =2 2 2 213 5 6
2 2

فیثاغورس،

ان��دازۀ تصوی��ر مماس PT روی قطر گذرنده از نقطۀ P در دایره ای به ش��عاع 6 برابر با 6/4 اس��ت. 
اندازۀ مماس PT چقدر است؟ 

4 )2    2 )1
8 )4   6 )3

PT و تنها گزینه ای که از 6/4 بزرگ تر است گزینۀ )4( است.  />6 4 ، پس  PT PH> راه حل اول می دانیم که PH تصویر PT روی OP است و 
 ، OTP باشد. در مثلث قائم الزاویۀ PO روی PT تصویر مماس PH راه حل دوم فرض کنید

 
OT OH OP OH OH OH OH

OH OH OH OH   ¡   #.¡#.   (. )—

( / ) /

( )( / ) / ,

= × ⇒ = + ⇒ + − =

+ − = ⇒ = =−

2 2 26 6 4 6 4 36 0

10 3 6 0 3 6 10
 

 OTP PT OP OT PT: = − = − = ⇒ =2 2 2 2 210 6 64 8 / است. در نتیجه    /+ =3 6 6 4 10 پس اندازۀ OP برابر با 
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 یادآوری برخی از مفاهیم اولیه

1- ش��عاع دایره: پاره خطی را که یک س�ر آن مرکز دایره و س�ر دیگر آن نقطه ای روی دایره است شعاع دایره می گوییم. 
در شکل مقابل، OM شعاع دایره است.

2- وتر دایره: پاره خطی که دو سر آن روی محیط دایره قرار دارد وتر نامیده می شود. در شکل مقابل، AB وتر است.

3- قطر دایره: قطر وتری است که از مرکز دایره می گذرد. در شکل مقابل، AB قطر است.

R2 است. اگر R اندازۀ شعاع دایره باشد، آن گاه اندازۀ تمام قطرهای این دایره برابر 
 AOBˆ 4- زاویۀ مرکزی: زاویه ای را که رأس آن مرکز دایره اس�ت زاویۀ مرکزی آن دایره می گوییم. در ش�کل مقابل، 

زاویه ای مرکزی است.

5- کم��ان: دو نقط�ۀ A و B روی محی�ط دایره را در نظر بگیرید )ش�کل را ببینید(. این دو نقطه، محی�ط دایره را به دو 
قسمت تقسیم می کنند که به آن ها، کمان یا قوس می گوییم.

AB نشان می دهیم و برای نشان دادن کمان دیگر، از نقطه ای کمکی مانند M روی محیط دایره  معمولًا کمان ایجاد شده توسط دو نقطۀ A و B را با 
AMB می نویسیم. استفاده می کنیم )شکل را ببینید( و آن را به صورت 

هر قطر، دایره را به دو کمان مساوی تقسیم می کند که به آن کمان ها نیم دایره می گوییم.

6- کمان زاویۀ مرکزی: کمانی از دایره که یک زاویۀ مرکزی روی محیط دایره ایجاد می کند، کمان نظیر آن زاویه نامیده 
می شود. در شکل مقابل، کمان AB کمان نظیر زاویۀ AOB است.

7- اندازۀ کمان: اندازۀ کمان، همان اندازۀ زاویۀ مرکزی مقابل به آن کمان است و واحد آن درجه است. در شکل مقابل 
AOB ABˆ =

توجه کنید که نباید اندازۀ یک کمان را با طول آن اشتباه گرفت. به شکل روبه رو نگاه کنید. سه دایره هم مرکز هستند:

   xOy AB A B A Bˆ = = =1 1 2 2  
A برابرند اما طول این کمان ها برابر نیستند: B2 2 A و  B1 1  ، AB یعنی اندازۀ کمان های

 AB A B A B·Iµ¨#Ï¼Š ·Iµ¨#Ï¼Š ·Iµ¨#Ï¼Š< <1 1 2 2

رابطۀ بین طول و اندازۀ کمان

ABAB برقرار است. #·Iµ¨#Ï¼Š#·Iµ¨#â½pHkºH

½oÄHj#ˆÃd¶

=
0360

بین طول و اندازۀ کمان تساوی 

α برحسب درجه است. . توجه کنید که  RL απ=
0180

AB=α، به دست می آید  C باشد و  O R( , ) اگر L طول کمان AB در دایرۀ 
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π4 است. اندازۀ وتر AB برابر کدام است؟ در شکل مقابل شعاع دایره برابر 12 و طول کمان کوچک تر AB برابر 
 12 3  )2   6 )1

6 3  )4   12 )3

طول کمان AB از رابطۀ زیر برحسب اندازۀ کمان AB به دست می آید:

 AB ABRL AB#·Iµ¨#½â pHkºH #·Iµ¨#½â pHkºH

#·Iµ¨#½â pHkºH( )απ= ⇒ π= π× ⇒ π= × π⇒ = 0
0 0 0

4 12 4 60
180 180 15

 . AB=12 ، پس مثلث OAB متساوی الاضلاع است، در نتیجه   OA OB R= = 060 است. چون  بنابراین اندازۀ زاویۀ مرکزی O برابر 

′O برابر اس��ت. نس��بت مس��احت  045 در دایره ای به مرکز  030 در دایره ای به مرکز O با طول کمانی با اندازۀ  طول کمانی با اندازۀ 
′O کدام است؟ دایرۀ به مرکز O به مساحت دایرۀ به مرکز 

7
9

 )4   6
9

 )3   5
9

 )2   9
4

 )1

 ، R
R

=
′

3
2

. در نتیجه  R R′×π ×π=
0 0

0 0
30 45

180 180
، با توجه به فرض تس�ت می توان نوشت  RL απ=

0180
′R در نظر می گیریم. چون  ش�عاع دایره ها را R و 

 . S R R
S RR

( )π= = =
′ ′′π

2 2
2

9
4

بنابراین 

قـطــاع

به شکل روبه رو توجه کنید. به قسمتی از سطح دایره که بین دو شعاع آن محدود است قطاع می گوییم.
کمان AB را کمان قطاع، R را شعاع قطاع و زاویۀ AOB را زاویۀ قطاع می گوییم. 

α باشد، آن گاه مساحت قطاع برابر است با  C برحسب درجه مساوی  O R( , ) اگر زاویۀ مرکزی قطاعی از دایرۀ 

RS π α=
2

0360

060 از دایره ای به شعاع 8 محاط شده است. شعاع این دایره کدام است؟  دایره ای در قطاع 
8
3

 )4  6 )3  2 )2  4 )1

′O محاط شده باشد. در این صورت دو دایره مماس  060 از دایرۀ به مرکز  فرض می کنیم دایرۀ به مرکز O در قطاع 
. از  OO R′= −8 داخلی هس�تند، پس طول خط المرکزین آن ها مس�اوی تفاضل ش�عاع های دو دایره است. بنابراین 

، OO H′ است. بنابراین در مثلث قائم الزاویۀ 060 ′OO نیمساز زاویۀ طرف دیگر 

 OO RO OH R R R R′ −′= ⇒ = ⇒ = ⇒ = − ⇒ =0 8 830 2 8
2 2 3

 

قـطـعـه

قسمتی از سطح دایره، محصور بین یک کمان و وتر نظیر آن کمان را قطعۀ دایره می نامیم. 

برای محاسبۀ مساحت قطعه به صورت زیر عمل می کنیم: 
 OAB OAB¾â ÷õ¤#SeIv¶ #“I‰¤#SeIv¶ #W±X¶# SeIv¶( ) ( )= −α  
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در قطاع شکل مقابل مساحت قسمت رنگی برابر کدام است؟ 
π3  )2    π−3 6  )1
π6  )4    π−3 9  )3

برای محاسبۀ مساحت قطعۀ مورد نظر باید مساحت قطاع را منهای مساحت مثلث کنیم: 

 R
   

 

ÌIõ¤ SeIv¶

¾÷õ¤ SeIv¶ ÌIõ¤ SeIv¶ W±X¶ SeIv¶

W±X¶ SeIv¶

( )

( )( )sin ( )( )( )


= π = π = π ⇒ = − = π−

= = = 

0 2 2
0

0

30 1 6 3
12360 3 9

1 1 16 6 30 6 6 9
2 2 2

دو دایره به شعاع های 1 واحد از مرکز یکدیگر گذشته اند. مساحت ناحیۀ مشترک این دو دایره کدام است؟ 
π−2 3
3

 )4   π−2 3
3 2

 )3   π−3
3

 )2   π− 3  )1

′AOBO را  شکل تست به صورت مقابل است. برای به دست آوردن مساحت ناحیۀ مشترک باید مساحت لوزی 
′AOBO از دو مثلث متس�اوی الاضلاع به طول ضلع R تش�کیل  با مس�احت بخش های رنگی جمع کنیم. لوزی 

AOBOS . از طرف دیگر بخش رنگی از چهار قطعۀ مساوی تشکیل  R R( )′ = =2 23 32
4 2

ش�ده است، پس 

شده است. مساحت یک قطعه به صورت زیر به دست می آید:

AOOAOO R R RS¾•‰¤#SeIv¶ “I‰¤#SeIv¶ # ( ) ( )′
π′= = π − =− −

0 2 2 2
0

60 3 3
4 6 4360

 

)R است. در نتیجه  )π− 22 3
3

، یعنی  R( )π− 234
6 4

بنابراین مساحت قسمت رنگی که چهار برابر مساحت این قطعه است مساوی 

= مساحت خواسته شده + مساحت لوزی RR مساحت قسمت رنگی  R( ) =π π π= + − → + − = −12 23 2 3 2 2 33 3
2 3 2 3 3 2

 

 نکاتی در مورد وتر و کمان نظیر آن

1- در هر دایره، قطر عمود بر یک وتر، آن وتر و کمان های نظیر آن وتر را نصف می کند.
به عبارت دیگر، در شکل مقابل اگر قطر MN بر وتر AB عمود باشد، آن گاه

    AH BH AM BM AN BN            , ,= = =

2- خطی که مرکز دایره را به وس�ط یک وتر وصل می کند، بر آن وتر عمود اس�ت و کمان های نظیر آن وتر را نصف 
می کند. به عبارت دیگر، در شکل روبه رو، اگر H وسط وتر AB باشد، آن گاه 

    MN AB AM BM AN BN            , ,⊥ = =

وسط کمان های نظیر یک وتر، مرکز دایره و وسط وتر مورد نظر روی یک خط راست قرار دارند.

. طول شعاع دایره چقدر است؟ OHAˆ = 090 OH=1 و   ، AB=6 در شکل مقابل 
 12  )2    13  )1

10  )4    11  )3

، بنابر  OAH . در مثلث  ABAH= =3
2

چ�ون OH بر AB عمود اس�ت، پ�س آن را نصف می کند. در نتیج�ه 

 . OA OH AH= + = + =2 2 1 9 10 قضیۀ فیثاغورس، 
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فصل اول: دایره
)8(

. فاصلۀ O از وتر AB کدام است؟  AB=10 =AB و  060  ، C O R( , ) در دایرۀ 

 3 3  )4   5 3
2

 )3   5 )2   5 3  )1

. پس این مثلث متساوی الاضلاع  AOBˆ = 060 OA و  OB( )= در ش�کل روبه رو مثلث OAB متساوی الس�اقین اس�ت 

a3 است. پس 
2

است. می دانیم در مثلث متساوی الاضلاع به طول ضلع a، اندازۀ ارتفاع برابر 

OH AB= = × =3 3 10 5 3
2 2

نکاتی در مورد دو وتر از یک دایره

1- کمان های نظیر دو وتر مساوی با هم برابرند و برعکس.
  AB CD AB CD= ⇔ = به عبارت دیگر، در شکل مقابل،  

2- در هر دایره، وترهای مساوی از مرکز دایره به یک فاصله اند و برعکس.
AB CD OH OH= ⇔ =1 2 به عبارت دیگر، در شکل مقابل،  

3- در یک دایره، اگر دو وتر نامساوی باشند، آن گاه وتری که بزرگ تر است، به مرکز دایره نزدیک تر است و برعکس. 
AB CD OH OH< ⇔ >1 2 به عبارت دیگر، در شکل مقابل،  

قطر دایره بزرگ ترین وتر دایره است زیرا از مرکز دایره کمترین فاصله را دارد.

در شکل مقابل، دو دایره هم مرکز هستند و وتر AB از دایرۀ بزرگ تر، بر دایرۀ کوچک تر مماس است. در این صورت
AH BH=

، کدام رابطه برقرار است؟  OH x′= +8 OH و  x= +4 2  ، AB CD> در دایرۀ شکل مقابل اگر 

 x− ≤ <1 2
2

 )2    x− < <1 2
2

 )1

x≤ <0 3  )4    x<2  )3

 AB CD  OH OH x  x  x′> ⇒ < ⇒ + < + ⇒ <4 2 8 2 از دو وتر نابرابر در دایره، هرکدام که بزرگ تر است، به مرکز دایره نزدیک تر است. بنابراین

 x x x x      ,+ ≥ ⇒ ≥− + > ⇒ >−14 2 0 8 0 8
2

از طرف دیگر،  

 . x− ≤ <1 2
2

پس 

وتر مینیمم

نقطۀ A که مرکز دایره نیست، درون دایره قرار دارد. از این نقطه، نامتناهی وتر می گذرد که بزرگ ترین آن ها قطر دایره است 
 MN و A بزرگ ترین وتر گذرنده از PQ ،عمود است. در شکل مقابل A و کوچک ترین آن ها وتری است که بر قطر گذرنده از

کوچک ترین وتر گذرنده از A است که به آن وتر مینیمم گذرنده از A می گوییم.
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)9(

C قرار دارد. در این صورت: R(O, ) نقطۀ A که مرکز دایره نیست درون دایرۀ 
R2 وجود دارد که از A می گذرد، که همان قطر گذرنده از A است )قطر PQ در شکل(. 1- فقط یک وتر به طول 

2- فقط یک وتر مینیمم وجود دارد که از A می گذرد )وتر MN در شکل(.
3- دو وتر به طول L که در این جا L بین اندازۀ وتر مینیمم و قطر دایره اس�ت وجود دارد که از A می گذرند )وترهای 

RS و TU در شکل(.

C وتری مینیمم در دایره رسم کرده ایم. طول این وتر مینیمم کدام است؟ O R( , ) R از مرکز دایرۀ 
2

از نقطۀ H به فاصلۀ 

R3
2

 )4   R2
2

 )3   R2  )2   R3  )1

 ، OBH در شکل روبه رو AB وتر مینیمم است. بنابر قضیۀ فیثاغورس در مثلث قائم الزاویۀ 

RBH OB OH R R= − = − =
22 2 2 3

4 2
 . AB BH R= =2 3 اکنون می توان نوشت 

زاویۀ محاطی

زاویه ای را که رأس آن روی محیط دایره اس�ت و ضلع های آن دو وتر از دایره هس�تند، زاویۀ محاطی می گوییم. در ش�کل 
ˆBAC زاویه ای محاطی است. مقابل، 

. BAC BCˆ =1
2

اندازۀ هر زاویۀ محاطی برابر نصف اندازۀ کمان روبه روی آن است، یعنی در شکل بالا، 

نتایج بسیار مهم

1- در هر دایره اندازۀ زاویه های محاطی روبه رو به یک کمان، با هم برابرند.

 M N P ABˆ ˆ ˆ= = =1
2

 

090 است.  2- اندازۀ زاویۀ محاطی روبه رو به قطر دایره برابر 
در شکل روبه رو، اگر AB قطر دایره باشد، آن گاه

 AMBˆ = 090  
3- کمان های محصور بین دو وتر موازی برابرند.

در شکل مقابل، اگر دو وتر AB و CD با هم موازی باشند، آن گاه
  AC BD=

توجه کنید که عکس مطلب بالا لزوماً  درست نیست.

 FCD اندازۀ زاویۀ ، EF= 0110 =CD و  040  ،AB= 060  ، CD BE||  ، AB FC|| در شکل روبه رو، اگر 
کدام است؟

 055  )2    090  )1
080  )4    070  )3

 0360 . از طرف دیگر محیط دایره برابر    AF BC DE m= = = می دانیم کمان های محصور بین دو وتر موازی برابرند. پس 
. اکنون می توان نوشت m= 050 . پس  m+ + + =0 0 0 03 60 110 40 360 است. بنابراین 

FCD FEDˆ ( )= = + =0 0 01 1 110 50 80
2 2
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فصل اول: دایره
)10(

′CBC همواره ……… . ′CAC را رسم می کنیم. مثلث  در شکل روبه رو، دو دایرۀ مساوی متقاطع اند. قاطع 
2( قائم الزاویه است. 1( متساوی الاضلاع است.  

4( قائم الزاویۀ متساوی الساقین است. 3( متساوی الساقین است.  

. در نتیجه  C AMBˆ ′=1
2

و C ANB 
ˆ =1

2
. از طرف دیگر، ANB AMB= چون دو دایره مس�اوی هس�تند، پس

′CBC متساوی الساقین است.   . پس مثلث  BC BC′= ، یعنی  C Cˆ ˆ ′=

 A ان��دازۀ زاوی��ۀ ، MN NB= در ش��کل مقاب��ل، دو قط��ر AB و CD ب��ر ه��م عمودن��د. اگ��ر 
کدام است؟

 030  )2    / 022 5  )1
060  )4    045  )3

N . پس  ABˆ = = =
0 01 180 90

2 2
، پس مثلث MNB متساوی الس�اقین اس�ت. از ط�رف دیگر،  MN NB= چون 

  
M A B

A A
MA MB A B

ˆˆ ˆ
ˆ ˆ /

ˆ ˆ

 = + ⇒ = ⇒ =
= ⇒ =

1 2 0 0

2
45 2 22 5 . اکنون توجه کنید که   M Bˆ ˆ= = 0

1 1 45

x برابر کدام است؟ y+ در دایرۀ شکل مقابل مقدار 

 0225  )2    0235  )1
0110  )4    0215  )3

 C و A 0360 است. از طرف دیگر، زاویه های با توجه به شکل زیر در چهارضلعی ABCD مجموع زاویه های داخلی 
محاطی هستند. بنابراین

 




 

A MCN
A C MCN FAE

C FAE

ˆ
ˆ ˆ ( )

ˆ

+

 = → + = +
 =

1
12
21

2

. اکنون در چهارضلعی ABCD می نویسیم A Cˆ ˆ+ = =
0 0250 125

2
. بنابراین  MCN FAE+ = 0250 . پس  MCN FAE+ + + =0 0 050 60 360 در ضمن 

 A C B D x y x yˆ ˆ ˆ ˆ+ + + = ⇒ + + = ⇒ + =0 0 0 0360 125 360 235

CD برابر با کدام است؟
CA

در شکل مقابل دو قطر دایره بر هم عمود هستند. نسبت 

 cos α22  )2    sin α22  )1
sin α2  )4    cos α2  )3

.در نتیجه  BC CA= نقطه ه�ای C  و D را ب�ه B وص�ل می کنیم. چ�ون قطرهای دایره بر هم عمود هس�تند، پ�س 
 BCD A ABCˆ ˆ ˆ= + =α+α= α2 A از طرف دیگر زاویۀ BCD زاویۀ خارجی مثلث ABC است، پس  ABCˆ ˆ= =α

. در نتیجه  CDBCD
BC

ˆcos( )= اکنون در مثلث قائم الزاویۀ BCD ، بنابر تعریف نسبت های مثلثاتی می توان نوشت

 CD
CA

cos= α2
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)11(

′AA کدام است؟ ، طول  A B′ =9 AB′=12 و   ، BB′=9  ، MA=4 در دایرۀ شکل مقابل اگر 
5 )2   6 )1
4 )4   8 )3

 
A B

A BM B AM
M M

p#p( )

ˆ ˆ
~

ˆ ˆ

′ ′ = ′ ′→
=

  ′B روبه رو به کمان AB هستند، پس مساوی اند. در نتیجه  ′A و  دو زاویۀ محاطی 

 MA AB MB MB
MB A B MA MB AA

′ ′ += = ⇒ = =
′ ′ ′+

4 12 9
9 4

بنابراین اضلاع نظیر این دو مثلث متشابه،  متناسب اند: 

 MBMB AA
MB AA AA

      , + + ′= ⇒ = = ⇒ = ⇒ =
′ ′+ +

4 12 12 9 4 3 93 5
9 9 4 3 4

از این تساوی ها نتیجه می گیریم 

. اندازۀ کمان CD چقدر است؟  CD AB|| در دایرۀ شکل مقابل O مرکز دایره است و 

 080  )2    050  )1
 / 037 5  )4    075  )3

، پس کمان های محص�ور بین این دو وتر با هم برابرند،  AB CD|| =BD. چون  α2 در ش�کل مقاب�ل فرض می کنیم 

 AC زاویۀ مرکزی مقابل به کمان O1 و زاویۀ BD زاویۀ محاطی مقابل به کم�ان ،A زاوی�ۀ . AC BD= = α2 یعن�ی 

، زاویۀ خارجی برای مثلث OMA است، پس AMC . زاویۀ  A BDˆ = =α1
2

O و  ACˆ = = α1 2 است، بنابراین 

AMC O Aˆ ˆˆ = + ⇒ = α+α⇒α=0 0
1 75 2 25

 .  CD BD AC( )= − + = − α0 0180 180 4 = − =0 0 0180 100 80 اکنون به دست می آید 

در دایرۀ مقابل وتر DC را موازی قطر AB رسم کرده ایم. نسبت مساحت مثلث ECD به مساحت مثلث 
EAB کدام است؟

 xcos  )2    xsin  )1
xsin2  )4    xcos2  )3

از A به C و از D به B وصل می کنیم. در این صورت دو زاویۀ BDA و ACB محاطی روبه رو به قطر هس�تند، پس 
قائمه هستند. با توجه به تعریف کسینوس در مثلث قائم الزاویه می نویسیم

 EC EDACE x BDE x
EA EB

                      :cos ( ) , :cos ( )= =1 2 

اکنون می توانیم نسبت مساحت دو مثلث ECD و EAB را به صورت زیر به دست آوریم:

    ECD ECD

EAB EAB

EC ED xS SEC ED x  x x
S EA EB SEA EB x

( ),( )
sin( )

cos cos cos
sin( )

× −
= = × → = × =

× −

0
1 2 2

0

1 180
2
1 180
2

L در جه��ت حرکت عقربه های  AB R( )< =2  AB روی نیم دایره ای به قطر L ب��ه طول ثاب��ت CD وت��ر
CC چه وضعی دارد؟ D′ ′C قرینۀ نقطۀ C نسبت به AB باشد، اندازۀ زاویۀ  ساعت می لغزد. اگر 

2( همواره افزایش می یابد. 1( وضع مشخصی ندارد.  
4( همواره ثابت است. 3( همواره کاهش می یابد.  

′C روی دایره  نیم دایره را کامل می کنیم تا به یک دایره به قطر AB برس�یم. چون قطر AB محور تقارن اس�ت، پس 
CC که  D′ ق�رار می گی�رد و چون وتر CD ط�ول ثابت دارد، پس کمان CD اندازۀ ثاب�ت دارد. بنابراین زاویۀ محاطی 

روبه روی کمان با اندازۀ ثابت CD قرار دارد، اندازۀ ثابتی دارد.
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فصل اول: دایره
)12(

AD برابر کدام است؟ BC× . حاصل  A Aˆ ˆ=1 2 در شکل مقابل 
BM AC×  )2   DM AC×  )1
BD BM×  )4   AB CD×  )3

A3 را اضافه  . اگر به دو طرف این تس�اوی اندازۀ زاویۀ  A Aˆ ˆ=1 2 دو زاویۀ محاطی C و D روبه رو به کمان AB هس�تند، پس مس�اوی اند. در ضمن 

 
C D

ABC  AMD
BAC DAM

( )p#p

ˆ ˆ
~

ˆ ˆ

 = →
=

  . بنابراین  BAC DAMˆ ˆ= کنیم، نتیجه می گیریم 

 . AD BC DM AC× = × ، در نتیجه  BC AC
DM AD

= اکنون نسبت اضلاع نظیر این دو مثلث را می نویسیم:

زاویۀ ظلی

زاویه ای را که رأس آن روی محیط دایره اس�ت، یک ضلع آن وتر دایره و ضلع دیگر آن مماس بر دایره اس�ت، 
ˆBAx زاویه ای ظلی است. زاویۀ ظلی می نامند. در شکل مقابل 

AB کمان نظیر زاویۀ ظلی BAx است. کمانی از دایره که درون زاویۀ ظلی قرار دارد، کمان نظیر یا کمان روبه رو به زاویۀ ظلی است. در شکل بالا 

. BAx ABˆ =1
2

اندازۀ هر زاویۀ ظلی برابر با نصف اندازۀ کمان روبه روی آن است. به عبارت دیگر در شکل بالا، 

در شکل مقابل، خط d در نقطۀ M بر دایره مماس است و وتر AB با خط d موازی است. در این صورت
 AM MB=

070 را بر دایره ای اختیار کرده و در نقطه های A و B ، دو مماس بر دایره رس��م می کنیم تا یکدیگر را در نقطۀ  کمان AB به اندازۀ 
P قطع کنند. بزرگ ترین زاویۀ مثلث PAB کدام است؟ 

 080  )4   0110  )3   070  )2   040  )1

 . A B ABˆ ˆ= = = × =0 01 1 70 35
2 2

در شکل روبه رو زاویه های A و B در مثلث PAB ، زاویۀ ظلی هستند، بنابراین

. بنابراین بزرگ ترین زاویۀ مثلث  P A Bˆˆ ˆ( ) ( )= − + = − + =0 0 0 0 0180 180 35 35 110 اکنون به دست می آید 

0110 است.  PAB برابر 

−α است.  03 40 AMT برابر  +α و اندازۀ کمان  011 ATx برابر  در شکل مقابل اندازۀ زاویۀ 
ATy کدام است؟ اندازۀ زاویۀ 

 073  )2    0107  )1
/ 0154 5  )4    062  )3

زاویۀ ATx زاویۀ ظلی است، پس اندازۀ آن نصف کمان مقابلش است. پس
 ATx AMTˆ ( )= ⇒ α+ = α− ⇒ α+ = α− ⇒ α=0 0 0 0 01 111 3 40 2 22 3 40 62

2 2
ATy زاویۀ ظلی  . چون زاوی�ۀ  AT AMT= − = − =0 0 0 0360 360 146 214 =AMT. در نتیج�ه  α− = × − =0 0 0 03 40 3 62 40 146 بنابرای�ن 

 . ATy ATˆ = = =
0 01 214 107

2 2
روبه رو به کمان AT است، پس 
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)13(

دو قطر AF و GE در دایره ای به مرکز O مفروض هس��تند. مماس AT در نقطۀ A بر دایره رس��م ش��ده اس��ت. اگر زاویۀ TAG برابر 
058 باشد، اندازۀ زاویۀ محاطی AFE کدام است؟ 

 0151  )4   064  )3   058  )2   032  )1

  TAG AG AGˆ = ⇒ =01 158
2 2

در شکل روبه رو زاویۀ TAG، زاویۀ ظلی است، پس 

 .AE+ =0 0116 180  در نتیجه  AE AG+ = 0180 AG. چ�ون EG قط�ر دایره اس�ت، پ�س  = 0116 یعن�ی 
=AE. زاویۀ AFE زاویۀ محاطی روبه رو به کمان AE است، بنابراین  − =0 0 0180 116 64 بنابراین 

 AFE AEˆ = = × =0 01 1 64 32
2 2

 زاویۀ بین دو وتر

اندازۀ زاویه ای که از برخورد دو وتر در یک دایره ایجاد می شود، برابر نصف مجموع اندازۀ دو کمانی از دایره است 
که به ضلع ها و امتداد ضلع های آن زاویه محدود است. به عبارت دیگر در شکل روبه رو،

  AMD AD BCˆ ( )= +1
2

 

. مقدار x کدام است؟ CPB xˆ =5 BD و  x=3  ،AC x=2 در شکل مقابل 
 024  )2    020  )1

036  )4    032  )3

. پس   APC AC BDˆ ( )= +1
2

. از طرف دیگ�ر، زاوی�ۀ APC زاویۀ بی�ن دو وتر متقاط�ع اس�ت، بنابراین  APC xˆ = −0180 5 ب�ا توج�ه به ش�کل 

 . x = 024 . در نتیجه  x x x( )− = +0 1180 5 2 3
2

. اندازۀ زاویۀ C چند درجه است؟ B̂= 035 =Â و  065 در شکل مقابل O مرکز دایره است، 
61 )2   60 )1
63 )4   62 )3

. چون ET قطر دایره است، پس BT= 0130 . یعنی  BT= 01 65
2

، پس  Â= 065 چون 

  BE BT= − = − =0 0 0 0180 180 130 50

=AT. زاویۀ C زاویۀ بین دو وتر متقاطع است، پس  070 ، یعنی  AT= 01 35
2

=B̂، پس  035 از طرف دیگر چون 
 C AT BEˆ ( ) ( )= + = + =0 0 01 1 70 50 60

2 2

اگر F وسط کمان DE باشد، کدام گزینه همواره درست است؟
 CBF CNEˆ ˆ+ = 0180  )2    F Âˆ=2  )1
CND BMAˆ ˆ+ = 090  )4    A C ABMˆ ˆ ˆ+ =  )3

  CBF CD DFˆ ( ) ( )= +1 1
2

زاویۀ CBF زاویۀ محاطی است، پس 

  CNE DF ECˆ ( ) ( )= +1 2
2

زاویۀ CNE زاویۀ بین دو وتر متقاطع است، پس 

 .
   CD DF FE ECCBF CNEˆ ˆ + + ++ = = =

0 0360 180
2 2

، می نویسیم   DF FE= از جمع تساوی های )1( و )2( و با توجه به این که 

28 

راه حل

29 

راه حل

30 

راه حل

31 

راه حل



فصل اول: دایره
)14(

080 اس��ت. اندازۀ یکی از دو کمان  090 و  دو وتر AB و CD از دایره ای بر هم عمودند و اندازه های دو کمان از چهار کمان حاصل 
دیگر کدام است؟

0110  )4   0100  )3   080  )2   095  )1
090 و  080 باش�ند، چون دیگر زاویۀ H قائمه نخواهد بود، پس دو کمان مجاور  090 و  کمان های مقابل نمی توانند 

090 باشد. در این صورت 080 و اندازۀ کمان AC برابر با  080 هستند. فرض می کنیم اندازۀ کمان AD برابر با 
   

   

H AC BD BD BD

H AD BC BC BC

ˆ ( ) ( )

ˆ ( ) ( )

= + ⇒ = + ⇒ =

= + ⇒ = + ⇒ =

0 0 0

0 0 0

1 190 90 90
2 2
1 190 80 100
2 2

ˆAEB و خط گذرنده از وتر BD از مرکز O عبور می کند.  = 055  ،AB= 090 در شکل مقابل 
FH چند درجه است؟ اگر BF بر دایرۀ به مرکز O مماس باشد، اندازۀ کمان 

60 )2   50 )1
80 )4   70 )3

زاویۀ AEB زاویۀ بین دو وتر متقاطع است، پس 

    AEB AB CD CD CDˆ ( ) ( )= + ⇒ = + ⇒ =0 0 01 155 90 20
2 2

B CDˆ = = =
0 01 20 10

2 2
زاویۀ B زاویۀ محاطی روبه رو به کمان CD است. پس 

اکن�ون اگ�ر از مرک�ز O ب�ه نقطۀ تم�اس F وصل کنیم، ش�عاع OF بر خط مم�اس BF عمود اس�ت. بنابراین مثل�ث OBF قائم الزاویه اس�ت. پس
. FH= 080 ˆBOF زاویۀ مرکزی است، پس با کمان FH هم اندازه است. بنابراین  . چون  BOF Bˆ ˆ= − = − =0 0 0 090 90 10 80

 زاویۀ بین امتداد دو وتر

اندازۀ زاویه ای که از برخورد امتداد دو وتر از یک دایره پدید می آید، برابر نصف قدرمطلق تفاضل اندازۀ کمان هایی از 

  M AC BDˆ ( )= −1
2

آن دایره است که به ضلع های آن زاویه محدود هستند. به عبارت دیگر، در شکل مقابل،   

. اندازۀ کمان BC چند درجه است؟ BOCˆ = 071 =Â و  027 در شکل مقابل 
100 )2   98 )1
104 )4   102 )3

      A BC DE BC DE BC DEˆ ( ) ( ) ( )= − ⇒ = − ⇒ − =0 01 127 54 1
2 2

زاویۀ A زاویۀ بین امتداد دو وتر است، پس 

      BC DE BC DE BC DEBOC ( ) ( ) ( )ˆ = + ⇒ = + ⇒ + =0 01 171 142 2
2 2

زاویۀ BOC زاویۀ بین دو وتر متقاطع است، پس  

. BC= 098 ، بنابراین  BC= +0 02 54 142 با جمع کردن برابری های )1( و )2( به دست می آید 

α کدام است؟  در شکل مقابل اندازۀ 
 / 022 5  )2    015  )1

 030  )4    060  )3

    M AC BD       ANC AC BDˆ ˆ( ), ( )= − = +1 1
2 2

با توجه به شکل مقابل  

 ، A =BD. زاویۀ  060 . از این دو برابری به دست می آید  AC BD+ = 0182  و  AC BD− = 062 یعنی 
زاویۀ محاطی مقابل به کمان BD است. بنابراین 

 A BDˆ =α= = 01 30
2

32 

راه حل

33 

راه حل

34 

راه حل

35 

راه حل



)15(

CD چند درجه است؟ β بیشتر باشد، اندازۀ کمان  030 از  α به اندازۀ  در شکل مقابل اگر 
15 )2   30 )1

4( نمی توان معلوم کرد.   60 )3

.  AB CD( )β= −1
2

 و  AB CD( )α= +1
2

β اندازۀ زاویۀ بین امتداد دو وتر است، بنابراین  α اندازۀ زاویۀ بین دو وتر متقاطع و 

. بنابراین α=β+ 030 بنابر فرض

          AB CD AB CD AB CD AB CD CD CD( ) ( )+ = − + ⇒ + = − + ⇒ = ⇒ =0 0 0 01 1 30 60 2 60 30
2 2

، اندازۀ زاوی��ۀ M چند درجه  CD R= 2 AB و  R= در دایرۀ ش��کل مقاب��ل اگر 
است؟ )R شعاع دایره است.(

22/5 )2   30 )1
15 )4   20 )3

از مرکز O به نقطه های A و B وصل می کنیم. در این صورت مثلث OAB مثلث متساوی الاضلاع 
 060 . پس اندازۀ زاوی�ۀ مرکزی AOB برابر  OA OB AB R( )= = = ب�ه طول ضلع R اس�ت 

=AB. از ط�رف دیگ�ر اگ�ر از O ب�ه نقطه ه�ای C و D وص�ل کنی�م،  060 اس�ت. بنابرای�ن 
زی�را  اس�ت،  قائم الزاوی�ه    OCD مثل�ث  بنابرای�ن   . CD R= 2 و   OC OD R= =

 .CD= 090 090 اس�ت. بنابراین  . پس اندازۀ زاویۀ مرکزی COD برابر  CD OD OC= +2 2 2

در ضمن زاویۀ M زاویۀ بین امتداد دو وتر است، بنابراین

  M CD ABˆ ( ) −= − = =
0 0 01 90 60 15

2 2

C مفروض اس��ت. از نقطۀ M خارج از دایره خطی چنان رس��م  O R ( , ) در ش��کل مقابل، دایرۀ 

 BC طول وتر . M̂= 020 AM و  R= کرده ایم که دایره را در دو نقطۀ A و B قطع کرده است، 
کدام است؟ 

 R 2  )2    R )1

 R2 3
3

 )4    R 3
2

 )3

M̂ زاویۀ بین امتداد دو   .AT= 020 . در نتیجه  AOM Mˆ ˆ= = 020 ، مثلث AOM متساوی الساقین است و  OA AM R= = راه حل اول چون 
وتر دایره است، پس

  

BC AT BCM BC BOC BC BO CO Rˆˆ − −= ⇒ = ⇒ = ⇒ = ⇒ = = =
00 0 02020 60 60

2 2

 AOM AMOˆ ˆ= = 020 OA، پس مثلث AOM متساوی الساقین است و  AM= راه حل دوم در شکل مقابل چون 

. توجه  A AOM AMOˆ ˆ ˆ= + = + =0 0 0
1 20 20 40 ، زاویۀ خارجی مثلث OAM اس�ت، بنابراین  A1 زاوی�ۀ 

، زاویۀ خارج�ی مثلث OBM اس�ت، پس  O1 زاوی�ۀ . B Âˆ = = 0
1 1 40 ، پ�س  OA OB R= = کنی�د ک�ه 

. اکنون توجه کنید که مثلث OBC، متساوی الس�اقین است و زاویۀ رأس  O B Mˆ ˆ ˆ= + = + =0 0 0
1 1 40 20 60

060 است. پس این مثلث متساوی الاضلاع است، در نتیجه آن 
BC OB R= =
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فصل اول: دایره
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در ش��کل مقابل، O مرکز نیم دایرۀ به قطر AB اس��ت، AMD مثلثی متساوی الس��اقین اس��ت و 
=DC. اندازۀ زاویۀ M چند درجه است؟ 018

29 )2   33 )1
36 )4   39 )3

. زاویۀ A زاویۀ محاطی در دایره است، پس A Mˆ ˆ= =α چون مثلث AMD متساوی الساقین است، پس  

     A  A DC BC DC BC BC          (1)

ˆˆ ( ) = α= + → + = α⇒ + = α01 2 18 2
2

از طرف دیگر زاویۀ M زاویۀ بین امتداد دو وتر است، پس
   MM AD BC AD BC            (2)

ˆˆ ( ) =α= − → − = α1 2
2

   



 DCAD DC BC AD BC            (3)
=+ + = → + =

0180 0180 162 در ضمن AB قطر دایره است، پس 

 
 

 



AD BC
BC

AD BC
           (4)

−
 − = α → = − α
 + =

0
0

2
2 162 2

162
از تساوی های )2( و )3( به دستگاه زیر می رسیم: 

 M̂( )α− = − α⇒ α= ⇒ =α=0 0 0 02 2 18 162 2 6 198 33 اکنون از تساوی های )1( و )4( نتیجه می گیریم 

=OQ. مجموع اندازۀ زاویه های P و Q چند درجه است؟ 053 =RQ و  045 در شکل مقابل، 
49 )2   46 )1
55 )4   52 )3

، از جمع تساوی های به دست   P OQR MNˆ ( )= −1
2

Q و زاویۀ P زاویۀ بین امتداد دو وتر است، پس  MNˆ =1
2

زاویۀ Q زاویۀ محاطی است، پس 

RQ است، پس اندازۀ آن مساوی  OQ و  .  کمان OQR مجموع دو کمان     P Q OQR MN MN OQRˆˆ ( )+ = − + =1 1
2 2

آمده نتیجه می ش�ود 

 . P Q̂ˆ+ = =
0 098 49

2
، بنابراین  OQR = + =0 0 045 53 98 است با 

زاویۀ بین مماس و وتر

در شکل مقابل خط MT مماس بر دایره است و از M قاطع MA را بر دایره رسم کرده ایم. در این صورت
 M TA TBˆ ( )= −1

2

=BC، طول کمان AC برابر کدام است؟ 0110 =M̂ و  050 C اگر  O( , )5 در دایرۀ 

 π175
36

 )2    π
10

 )1

π163
36

 )4    π
11

 )3

      M AC AB AC AB AC ABˆ ( ) ( )= − ⇒ = − ⇒ − =0 01 150 100
2 2

اندازۀ زاویۀ M از رابطۀ زیر تعیین می شود: 

     AC AB BC AC AB+ + = ⇒ + =0 0360 250 0110 است. بنابراین  BC برابر  از طرف دیگر اندازۀ کمان 

 
 

 

 

AC AB
AC AC

AC AB
+

 + = → = ⇒ =
 − =

0
0 0

0

250
2 350 175

100
از دو تساوی به دست آمده اندازۀ کمان AC را پیدا می کنیم: 

 RL AC·Iµ¨#Ï¼Š ( )απ= ⇒ = π× = π
0

0 0
175 1755

36180 180
اکنون طول کمان AC را به صورت مقابل به دست می آوریم:  
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P کدام است؟ )PD در  . اندازۀ زاویۀ  Ĉ= 0110 در شکل مقابل AB قطر دایره است و 
نقطۀ D بر دایره مماس است.(

 060  )2    050  )1
055  )4    045  )3

C محاطی است، پس اندازۀ آن نصف اندازۀ کمان مقابلش است. بنابراین =AB. زاویۀ  0180 چون AB قطر دایره است، پس 

    C AB AD AD ADˆ ( ) ( )= + ⇒ = + ⇒ =0 0 01 1110 180 40
2 2

. از ط�رف دیگ�ر زاویۀ P زاویۀ بین امتداد یک وتر و خط مماس اس�ت. پ�س اندازۀ آن نصف  BCD AD= − = − =0 0 0 0180 180 40 140 در نتیج�ه 

 .  P BCD ADˆ ( ) ( )= − = − =0 0 01 1 140 40 50
2 2

قدرمطلق تفاضل دو کمان روبه رو به آن است. بنابراین 

 برابر کدام است؟ AFE PE− . مقدار  Ĉ= 025 BC و  BD DA= = در دایرۀ شکل مقابل 
 0125  )2    0100  )1

0150  )4    075  )3 ز

B1 زاوی�ۀ خارجی مثل�ث متساوی الس�اقین BCD اس�ت. اگر ف�رض کنیم  در ش�کل مقاب�ل زاوی�ۀ 
پ�س  اس�ت،  متساوی الس�اقین  نی�ز   ABD مثل�ث   . B C Dˆˆ ˆ= + = α1 2 2 آن گاه  . C Dˆ ˆ= =α2

=α است.  03 75 D1 که زاویۀ خارجی مثلث ACD اس�ت برابر  . در نتیجه اندازۀ زاویۀ  Â = α1 2

D1 زاویۀ بین امتداد یک وتر و خط مماس است. بنابراین از طرف دیگر زاویۀ 

      D AFE PE AFE PE AFE PEˆ ( ) ( )= − ⇒ = − ⇒ − =0 0
1

1 175 150
2 2

 زاویۀ بین دو مماس

C رسم کرده ایم. در این صورت O R( , ) ′MT را بر دایرۀ  از نقطۀ M مماس های MT و 

  M TNT TTˆ ( )′ ′= −1
2

070 است. اندازۀ زاویۀ بین مماس هایی که در نقطه های A و B بر دایره رسم می شوند، کدام است؟ در یک دایره، اندازۀ کمان AB برابر با 
090  )4   0110  )3   0100  )2   080  )1

0290 اس�ت  070 باش�د، آن گاه ان�دازۀ کم�ان AxB براب�ر ب�ا  اگ�ر ان�دازۀ کم�ان AB براب�ر ب�ا 
 P بر دایره در نقطۀ B و A اگر فرض کنیم مماس های مرس�وم در نقطه های .( )− =0 0 0360 70 290

 .  P AxB ABˆ ( ) ( )= − = − = =
00 0 01 1 220290 70 110

2 2 2
یکدیگر را قطع کنند، آن گاه 

، اندازۀ  OBCˆ = 050 در شکل مقابل MA و MB بر دایرۀ به قطر AC مماس هستند. اگر 
زاویۀ M برابر کدام است؟

 0100  )2    040  )1
080  )4    050  )3

. در ضمن مثلث OBC متساوی الساقین است،   M ACB ABˆ ( )= −1
2

در دایرۀ داده شده زاویۀ M زاویۀ بین دو مماس MA  و MB است. بنابراین 

و   AB= 0100 بنابرای�ن   ، BC= 080 پ�س  اس�ت،  دای�ره  ای�ن  در  مرک�زی  زاوی�ۀ   BOCˆ چ�ون  و   BOCˆ ( )= − × =0 0 0180 2 50 80 پ�س 

 .  M ACB ABˆ ( ) ( )= − = − =0 0 01 1 260 100 80
2 2

. در نتیجه   ACB AC BC= + = + =0 0 0180 80 260
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فصل اول: دایره
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در شکل مقابل، اضلاع زاویه های B و C بر دایره مماس اند. زاویۀ A برابر کدام است؟

 α+β  )2    α+β
2

 )1

 α+β
4

 )4    α+ β2 2  )3

با توجه به شکل مقابل، اندازۀ زاویه های B و C را برحسب کمان های مقابل آن ها می نویسیم. در این صورت 
y x t z y z t x

B y x t z C y z t x      

( ) ( )ˆˆ ,
+ + − + + −

= ⇒ + + − = β = ⇒ + + − = α2 2
2 2

از جمع دو تساوی بالا نتیجه می گیریم
 y t y t         ( ) ( )+ = α+ β⇒ + =α+β2 2 2 1  

از طرف دیگر

  y tA A
 

pH( )ˆ ˆ+ α+β= → =
1

1 12 2
 

در شکل مقابل، اضلاع زاویه های B و C بر دایره مماس اند. در این صورت 
 MQ NPα+β= + =α+β یا  γ2

2 برابر اندازۀ   ،CD بر دایره مماس اند. اگر وتر B و A در شکل روبه رو، اضلاع زاویه های
شعاع دایره باشد، اندازۀ زاویۀ EDF کدام است؟ 

030  )2    025  )1
 060  )4    035  )3

r است پس طول  2 در ش�کل مقابل O مرکز دایره و r اندازۀ ش�عاع دایره اس�ت. چون وتر CD برابر 
 .CD= 090 . در نتیجه  CODˆ = 090 اض�لاع مثلث OCD در رابطۀ فیثاغورس صدق می کنند، بنابراین 

بنابر نکتۀ بیان شده،  
  A B CD EF EFˆ ˆ+ = + ⇒ + = +0 0 080 70 90

. زاویۀ EDF، زاویۀ محاطی روبه رو به کمان EF است، بنابراین  EF= 060 یعنی 

 EDF EFˆ = = × =0 01 1 60 30
2 2
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فصل اول

درس اول: مفاهیم اولیه و زاویه ها در دایره

پرسش های چهارگزینه ای

مفاهیم اولیه و زاویه ها در دایره

3 باشد، وضعیت نسبی خط d و دایرۀ C کدام است؟- 1 2 C برابر  O( , )2 5 اگر فاصلۀ نزدیک ترین نقطۀ خط d از مرکز دایرۀ 

4( نامشخص 3( نامتقاطع  2( متقاطع  1( مماس 
مرکز تمام دایره هایی به شعاع ثابت R که بر خط مفروض d مماس اند روی کدام شکل قرار می گیرند؟- 2

4( دایره 3( دو خط عمود بر هم  2( دو خط موازی  1( خط 

، طول PN کدام است؟- 3 PM=4 C مماس هستند. اگر  O( , )′ 4 C و  O( , )3 پاره خط های PM و PN بر دایره های 

2/5 )2   2 )1
3/5 )4   3 )3

C برابر 5 و 9 است. طول مماسی که از نقطۀ A بر دایره رسم شده است، چند برابر شعاع دایره است؟- 4 O R( , کمترین و بیشترین فاصلۀ نقطۀ A از دایرۀ (

3 5
4

 )4  6 5  )3  3 5  )2  3 5
2

 )1

32 است. طول کمان بزرگ تر AB در این دایره برابر کدام است؟- 5 C طول وتر AB برابر  O( , )4 در دایرۀ 
π8  )4  π4  )3  π6  )2  π5  )1

π12 است. مساحت دایره برابر کدام است؟ - 6 OAB برابر  π4 و مساحت قطاع  C طول کمان AB برابر  O R( , ) در دایرۀ 
 π48  )4   π36  )3   π32  )2   π28  )1

OA کدام است؟- 7 G′ ′ A برابرند. نسبت مساحت های دو مثلث OAG و  G′ ′ C دو وتر AG و  O R( , ) در دایرۀ 
1( بیشتر از 1 است

2( کمتر از 1 است. 
3( برابر با 1 است.

4( هر سه گزینه می تواند درست باشد. 

032 و مثلث ACP متساوی الساقین باشد، اندازۀ کمان AB کدام است؟- 8 در شکل روبه رو، اگر اندازۀ زاویۀ P برابر 

 074  )2    069  )1

 0128  )4    086  )3

027 باشد و مثلث ACP در رأس C متساوی الساقین باشد، اندازۀ کمان - 9 در شکل مقابل اگر اندازۀ زاویۀ P برابر با 
AB کدام است؟ 

 0108  )4   092  )3   098  )2   0106  )1

=CD، طول کمان BD چقدر است؟- 10 045 AB و  CD|| ، اگر  C O( , )4 در دایرۀ 

 π
4

 )4   π3
2

 )3   π2  )2   π2
3

 )1

. اندازۀ زاویۀ ACB چند درجه است؟- 11 DBCˆ = 030 در شکل مقابل، BC قطر دایره و D وسط کمان AC است و 
60 )2   20 )1
30 )4   45 )3

فصل اول: دایره

1



فصل اول: دایره
)20(

050 است. اندازۀ کمان BC برحسب درجه کدام است؟- 12 در شکل مقابل اندازۀ زاویۀ ظلی BAx برابر 

85 )4  80 )3  75 )2  70 )1

. اندازۀ زاویۀ P چند برابر اندازۀ کمان AB است؟- 13 D Bˆ ˆ=1
2

در شکل مقابل 

2 )4  3
2

 )3  1 )2  2
3

 )1

M1 چند برابر اندازۀ کمان AB است؟- 14 . اندازۀ زاویۀ  C Bˆ ˆ= 1
3

در شکل مقابل 

 3
2

 )4  1 )3  5
2

 )2  2 )1

=Ê و H وسط قطر CB است. اندازۀ کمان CD کدام است؟- 15 031  ، Â= 017 در شکل روبه رو 

 019  )2    014  )1

 024  )4    022  )3

. اندازۀ کمان AND کدام است؟- 16 Ê= 030 =DMC و  030 در شکل روبه رو O مرکز دایره است، 
 095  )2    085  )1

 0115  )4    0105  )3

. اندازۀ کمان AC چند درجه است؟- 17 DMBˆ = 030 در شکل مقابل O مرکز نیم دایرۀ به قطر AB است و 
35 )2   25 )1
30 )4   15 )3

x برابر کدام است؟- 18
y

. نسبت  Ô= 071 =Â و  027 در شکل مقابل 

 98
22

 )4   98
42

 )3   49
11

 )2   49
22

 )1

α برابر کدام است؟- 19 در شکل مقابل اندازۀ 
 / 024 5  )4  024  )3   023  )2  / 023 5  )1

در شکل مقابل اندازۀ کمان AxB چند درجه است؟- 20
95 )4  90 )3  80 )2  75 )1

. اندازۀ زاویۀ A چند درجه است؟- 21  BC TC BT= =2 در شکل روبه رو AT مماس بر دایره است و 
72 )2   18 )1

144 )4   36 )3

مفاهیم اولیه و زاویه ها در دایره

x−3 است. اگر خط و دایره نقطۀ مشترکی نداشته باشند، حدود x کدام است؟- 22 C برابر  O x( , )−2 1 فاصلۀ نزدیک ترین نقطۀ خط d تا دایرۀ 

4( هیچ مقداری برای x نداریم.  x<3  )3  x< <1 3
2

 )2  x<3  )1

. اندازۀ زاویۀ A چقدر است؟- 23 OM MN= در شکل مقابل، دو قطر AB و CD و بر هم عمودند 

 045  )4   / 022 5  )3   030  )2   020  )1

2



)21(

n باشد و خط m بر آن ها مماس باشد؟- 24 دو خط m و n در نقطۀ A متقاطع اند. چند دایره به شعاع 4 می توان رسم کرد طوری که مرکزشان روی 
4( نامتناهی  2 )3  1 )2 1( صفر 

، اندازۀ کمان AD چند درجه است؟- 25 Ĉ= 020 در شکل مقابل، طول BC مساوی شعاع دایره است. اگر 
45 )2    40 )1
60 )4   50 )3

π−6 اس��ت. مجموع طول کمان AB و - 26 9 3 در ش��کل مقابل، در دایرۀ به مرکز O مس��احت قطعۀ رنگی برابر 
طول وتر AB برابر کدام است؟ 

 π+6  )2    π+3  )1
 ( )π+2 6  )4    ( )π+2 3  )3

π18 باشد، - 27 C را در شکل مقابل در نظر بگیرید. اگر مساحت قسمت رنگی  O R( , )′ 2 C و  O R( , ) دو دایرۀ 
طول کمان AB برابر کدام است؟ 

 π6  )2    π4  )1
 π3  )4    π2  )3

28 - AB برابر 6 باش��د، طول کمان A B′ ′ C مفروض ان��د. اگر طول کمان  O R( , )′ 3
2

C و  O R( , )′ 2
3

دو دای��رۀ 

برابر کدام است؟ 
 /13 5  )2    13 )1
 /12 5  )4    12 )3

C مفروض اند. اگر مساحت قطاع OAB برابر یک واحد مربع باشد، طول کمان - 29 O( , )′ 5 C و  O( , )2 دو دایرۀ 
A چند واحد است؟  B′ ′

 /2 5  )2    2 )1
 /3 5  )4    3)3

060 است. مساحت قسمت رنگی کدام است؟ - 30 C زاویۀ بین مماس های MA و MB برابر  O( , )1 در دایرۀ 

 −π3 3  )2    −π3 3
3

 )1

 π−3 3
3

 )4    π− 3
3

 )3

060 و اندازۀ وتر AB برابر 30 سانتی متر باشد، کمترین فاصلۀ O از AB برابر کدام است؟- 31 C اگر اندازۀ کمان AB برابر  O R( , ) در دایرۀ 

 10 3  )4  10 )3  15 3  )2  15 )1
32 - M BC بر نیم دایرۀ به مرکز O و ش��عاع R مماس هس��تند. اگر  DC و   ، AD در ش��کل مقابل پاره خط های 

AD کدام است؟ BC× روی نیم دایره تغییر کند، حاصل ضرب 
 R22  )2    R2  )1
 R24  )4    R23  )3

در دایره ای به قطر 10 واحد، وتر AB به طول 8 واحد رسم شده است. نقطۀ C روی دایره متحرک است. بیشترین مساحت مثلث ABC کدام است؟- 33
48 )4  40 )3  36 )2  32 )1

دایره ای به شعاع 4 و نقطۀ M به فاصلۀ 1 از مرکز دایره مفروض است. چند وتر داخل دایره می توان رسم کرد که طول آن ها 2 باشد و از M بگذرد؟- 34
4( نامتناهی 3( صفر   2 )2  1 )1

P می گذرد، کدام است؟- 35 در دایره ای به قطر 26 واحد، فاصلۀ نقطۀ P تا مرکز دایره 5 واحد است. اندازۀ کوچک ترین وتر از دایره که از نقطۀ 
24 )4  20 )3  18 )2  16 )1

M1 چند برابر اندازۀ کمان AB است؟- 36 . اندازۀ زاویۀ  C Bˆ ˆ=1
4

در شکل مقابل 

 4
3

 )4   3
4

 )3   2
5

 )2   5
2

 )1



فصل اول: دایره
)22(

056 است. اندازۀ کمان AE کدام است؟- 37 در شکل مقابل Ax بر دایرۀ به مرکز O مماس بوده و اندازۀ زاویۀ FAx برابر 

 066  )2    068  )1

 062  )4    064  )3

=AC، اندازۀ زاویۀ NOI چند درجه است؟- 38 050 . اگر  CA ON|| در شکل مقابل، CI قطر دایره است و 

60 )2   55 )1
70 )4   65 )3

، مقدار x کدام است؟- 39 AB DE|| AB است. اگر  AC( )= در شکل مقابل O مرکز دایره و مثلث ABC متساوی الساقین 

 045  )2    030  )1
 090  )4    060  )3

 

=CD، اندازۀ زاویۀ DCB کدام است؟- 40 050 AB و  CD|| ، اگر  C O R( , ) در دایرۀ 

 025  )4   
055

2
 )3   

065
2

 )2   030  )1

. طول کمان کوچک تر AB برابر کدام است؟ - 41 AB=6 ˆACB و  = 030 در دایرۀ شکل مقابل 

 π
3

 )2    π
6

 )1

 π2  )4    π  )3

π16 است. طول کمان ABD برابر کدام است؟ - 42
9

C مساحت قطاع BOD برابر  O( , )4 در دایرۀ 

 π3
2

 )2    π4
3

 )1

 π2  )4    π  )3

ACD برابر با کدام گزینه است؟- 43 ADCˆ ˆ| |− . حاصل  AB CD|| در دایره ای قطر AB و وتر CD را طوری رسم می کنیم که 
090  )4  060  )3  045  )2  030  )1

ABC چند - 44 ، اندازۀ زاویۀ  TADˆ = 060 دو قطر AB و CD در دایره ای به مرکز O مفروض اند. مماس AT در نقطۀ A را بر دایره رسم کرده ایم. اگر 
درجه است؟

56 )4  120 )3  60 )2  30 )1

ˆAOD و AD نیمساز زاویۀ BAC است. اندازۀ کمان BD چند درجه است؟- 45 = 0120  ، AB DE|| در دایرۀ شکل مقابل 

60 )2   30 )1
40 )4   45 )3

π است؟- 46 ، طول کمان AC چند برابر  AC= 3 BC=1 و  C اگر  O R( , ) در دایرۀ 
1
2

 )4  2
3

 )3  1
3

 )2  1
4

 )1

47 - CNO 075 درجه باشد، اندازۀ زاویۀ . اگر اندازۀ زاویۀ ACO برابر با  CA ON|| در شکل مقابل، CI قطر دایره است و 

کدام است؟

 030  )2    / 037 5  )1

 / 032 5  )4    035  )3



)23(

C ه��ر یک از مرکز دیگری می گذرند و در نقطه ه��ای A و B متقاطع اند. اندازۀ زاویۀ - 48 O R( , )′ ′ C و  O R( , ) دو دای��رۀ 

ANB چند درجه است؟

40 )2   45 )1
 50 )4   60 )3

، محیط چهارضلعی ACBD کدام است؟- 49 AC=6 C وترهای AC و BD موازی اند. اگر  O( , )5 در دایرۀ 
26 )2   18 )1
36 )4   28 )3

CD=6 موازی با AB رسم شده است. طول AC کدام است؟- 50 ، وتر  AB=10 در نیم دایره ای به قطر 

5 2  )2   2 5  )1

 2 3  )4   3 2  )3

در نیم دایرۀ شکل مقابل، نسبت مساحت مثلث CDE به مساحت مثلث ABE کدام است؟- 51

 3
4

 )4  1
4

 )3   1
2

 )2  3
2

 )1

در شکل مقابل O مرکز نیم دایره است. اگر وتر CD موازی قطر AB باشد، اندازۀ کمان DC برابر کدام است؟- 52

 054  )4   056  )3   064  )2   068  )1

MFE چند درجه است؟- 53 ، اندازۀ زاویۀ  EF MP|| MN و  PN=  ، MNPˆ = 040 C شکل مقابل اگر  O R( , ) در دایرۀ 

50 )2   70 )1
20 )4   40 )3

. مساحت چهارضلعی ABDE چقدر است؟- 54 DOEˆ = 090 C با قطر AB موازی است و  O( , )3 وتر DE از دایرۀ 

 ( )−9 2 2 1
2

 )4   ( )−5 2 2 1  )3   ( )+5 2 1  )2   ( )+9 2 1
2

 )1

. اندازۀ زاویۀ DCB چند درجه است؟- 55 AB BD= در شکل مقابل، AD بر نیم دایره مماس است و 

40 )2   45 )1

30 )4   60 )3

0110 باشد، تفاضل اندازۀ - 56 080 و  060 است. اگر اندازۀ دو کمان از چهار کمان حاصل  اندازۀ زاویۀ بین دو وتر متقاطع AB و CD درون دایره ای، برابر 
دو کمان دیگر چند درجه است؟

135 )4  120 )3  90 )2  60 )1

D1 چند - 57 080 است. مجموع اندازۀ زاویه های B و  در شکل مقابل M وسط کمان EF است و اندازۀ کمان BC برابر با 

درجه است؟
175 )2   160 )1
230 )4   180 )3

060 است. مجموع طول کمان های ME و FN برابر کدام است؟- 58 C اندازۀ زاویۀ بین دو وتر MN و EF برابر  O( , )12 در دایرۀ 
 π16  )2    π6  )1

 π8  )4    π12  )3

59 - AB 080 می سازند و کمان های داخل این زاویه به نسبت 1 و 5 هستند. اندازۀ کمان در دایره ای امتداد دو وتر مساوی AB و CD در بیرون آن، زاویۀ 
چند درجه است؟

65 )4  60 )3  55 )2  50 )1



فصل اول: دایره
)24(

DOA چند درجه است؟- 60 =CD، اندازۀ زاویۀ  090 . اگر  P̂= 020 در شکل مقابل AB قطر دایره است و 
110 )2   115 )1
100 )4   120 )3

=BD، طول وتر AB کدام است؟- 61 075 =T̂ و  015 در شکل روبه رو O مرکز دایره ای به شعاع R است. اگر 

 R  )2    R2
3

 )1

 R5
6

 )4    R4
3

 )3

در شکل روبه رو، نقطه های D ، C ، B ، A و Q روی دایره هستند و اندازۀ کمان های BQ و QD به ترتیب - 62
42 و 38 درجه است. مجموع اندازۀ دو زاویۀ P و Q چند درجه است؟

40 )2   80 )1
72 )4   38 )3

در شکل مقابل، AB قطر دایره و طول CD با شعاع دایره برابر است. اندازۀ زاویۀ P چند درجه است؟- 63
30 )1
45 )2
60 )3
75 )4

در شکل مقابل اندازۀ زاویۀ B چند درجه است؟- 64
45 )2   30 )1
 60 )4   50 )3

65 - 020 در دایرۀ ش��کل مقابل دو وتر عمود بر هم AB و CD رس��م ش��ده اند. اگر اندازۀ زاویۀ ODC برابر با 
 چند درجه است؟ BC AC− باشد، 

40 )2   20 )1
25 )4   50 )3

M چند درجه است؟- 66 . اندازۀ زاویۀ  a b c= =
1 4 7

در شکل مقابل 

80 )2   70 )1
75 )4   90 )3

α برابر کدام است؟- 67 با توجه به شکل مقابل اندازۀ 

 090  )2    060  )1
 050  )4    030  )3

دو نقطۀ A و B دایره ای را نسبت به 3 و 5 تقسیم کرده اند. اندازۀ زاویۀ بین مماس های رسم شده از این دو نقطه بر دایره چند درجه است؟- 68
90 )4  60 )3  45 )2  30 )1

در شکل مقابل اندازۀ x برابر کدام است؟- 69

 080  )2    075  )1

 070  )4    060  )3

. اندازۀ زاویۀ D چند درجه است؟ - 70 BCTˆ = 040 در دایرۀ شکل مقابل به مرکز AD ،O و CD بر دایره مماس اند و 
80 )2   50 )1
45 )4   40 )3



)25(

. طول کمان AC چقدر است؟1 71 BCxˆ = 035 در دایرۀ  شکل مقابل به مرکز O و شعاع AD ، 3 و DC بر دایره مماس اند و 

 π11
12

 )2    π
6

 )1

 π2  )4    π11
6

 )3

مفاهیم اولیه و زاویه ها در دایره

060 بسازند؟1 72 ∆ در خارج دایره زاویۀ  چند خط می توان رسم کرد که بر دایرۀ C مماس باشند و با خط 
4( نامتناهی  1 )3  2 )2  4 )1

π است. فاصلۀ A از قطر BC برابر کدام است؟ 1 73 π و مساحت قطاع AOB برابر 
3

در دایرۀ به مرکز O طول کمان AB برابر 

 2 3  )4   3
3

 )3   3
2

 )2   3  )1

دو وتر موازی به طول های 4 و 10 در دو طرف مرکز دایره ای به گونه ای قرار گرفته اند که فاصلۀ مرکز دایره تا وتر کوچک تر، دو برابر فاصلۀ مرکز تا وتر 1 74
بزرگ تر است. طول وتری که موازی این دو وتر است و دقیقاً وسط فاصلۀ آن دو قرار می گیرد، چقدر است؟

8 )4  9 )3  11 )2  12 )1
. اندازۀ زاویۀ A چه کسری از قائمه است؟1 75 MN NB= در شکل مقابل، دو قطر AB و CD بر هم عمودند و 

 1
5

 )4  1
3

 )3   1
6

 )2  1
4

 )1

در ش��کل مقابل AB قطر دایره، AD نیمس��از زاویۀ A و BD بر دایره مماس اس��ت. نس��بت تصویر BD روی AD به 1 76
تصویر BE روی AD برابر کدام است؟ 

 2
2

 )4   2  )3   1 )2   1
2

 )1

، مساحت مثلث ADE برابر کدام است؟ 1 77 BC=6 2 AB=6 و  در شکل مقابل دایره به مرکز O و شعاع 6 است. اگر 
 16 )2    12 )1
 18 )4    36 )3

در ش��کل مقابل ABCD متوازی الاضلاع است و دایرۀ محیطی مثلث ABC امتداد AD را در E قطع کرده است. اگر 1 78
،مساحت مثلث DEC برابر کدام است؟  AE=5 BC=3 و   ، AB=10

 4 21  )2    15 )1
 30 )4    8 21  )3

زاویۀ محاطی BAC را در یک دایره در نظر بگیرید. نیمس��از این زاویه، دایره را در نقطۀ D قطع می کند. از D خطی موازی AB رس��م می کنیم تا دایره 1 79
، طول وتر AC کدام است؟ DE=7 AB=3 و  را در E قطع کند. اگر شعاع دایره 5 باشد، 

 6 )4  4 )3  7 )2  3 )1
در یک مستطیل به طول 13 و عرض 6 واحد، دایره ای به قطر طول مستطیل، ضلع مقابل آن را در دو نقطۀ M و N قطع می کند. فاصلۀ این دو نقطه چند واحد است؟1 80

 4 2  )4  5 )3  2 6  )2  4 )1

در شکل مقابل BD نیمساز زاویۀ B و AC قطر دایره است. اگر مساحت مثلث ABC برابر S باشد، کدام رابطه درست است؟1 81
S BD BE=2 ´  )2   S BD BC=2 ´  )1

 S BE AC=2 ´  )4   S AB AC=2 ´  )3

3



هری او:ل دایره
)26(

در ش��کل مقابل، دو قطر AB و CD بر هم عمودند. از نقطۀ دلخواه M واقع بر کمان AC مماس��ی بر دایره رسم 1 82

، اندازۀ زاویۀ MBA کدام است؟  MPOˆ = 028 کرده ایم تا امتداد CD را در نقطۀ P قطع کند. اگر 

 028  )2    014  )1
 052  )4    056  )3

در شکل مقابل اگر طول مماس AB با طول وتر AC مساوی باشد، کدام گزینه درست است؟1 83
 O Bˆ ˆ=2  )1
 O Bˆ ˆ=3  )2
 O Bˆ ˆ=4  )3
 O Bˆ ˆ=6  )4

. اگر PA و PC بر دایره مماس باشند، اندازۀ 1 84 AC=2 BC=2 و  3 در دایرۀ شکل مقابل AB قطر دایره است، 

زاویۀ P برابر کدام است؟

 090  )2    060  )1
0120  )4    0110  )3

کنکور سراسری

DMB برابر 222 درجه باشد، زاویۀ 1 85 در شکل مقابل، مماس AC بر دایره با وتر AB از دایره برابرند، اگر کمان 
خارج از کشور ریاضی - 91 C چند درجه است؟ 

22 )2   21 )1
24 )4   23 )3

10/ واحد مماس برون اند. از مرکز دایرۀ کوچک تر، مماس بر دایرۀ بزرگ تر رسم می کنیم. طول این قطعه مماس چقدر است؟1 86 5 دو دایره به شعاع های 4 و 

ریاضی - 92  
10 )4  4 6  )3  4 5  )2  8 )1

ریاضی - 192 87 ˆAOD برابر کدام است؟  در شکل روبه رو، O محل تلاقی ارتفاع های مثلث ABC است. زاویۀ 
CADˆ  )2   OBCˆ  )1
ADOˆ  )4   OACˆ  )3

در شکل روبه رو نقطۀ H محل تلاقی ارتفاعات مثلث ABC است. زاویۀ AHD با کدام زاویه برابر است؟1 88

خارج از کشور ریاضی - 92  
ABCˆ  )2   CAEˆ  )1
AHCˆ  )4   ADHˆ  )3

خارج از کشور ریاضی - 193 89 ، اندازۀ AM کدام است؟  AE CD= CD=3 و   ، BC=8  ، AB=6 در شکل مقابل 
2/25 )2   2 )1
2/75 )4   2/5 )3

AB نقطۀ O در امتداد AC، مرکز دایره ای است که در نقطۀ B بر ضلع AB مماس است. امتداد BC این 1 90 AC  ABC( )= در مثلث متساوی الساقین 

ریاضی - 94 دایره را در D قطع کرده است. مثلث OCD چگونه است؟ 
4( غیرمشخص 3( قائم الزاویه و متساوی الساقین  2( قائم الزاویه  1( متساوی الساقین 



)27(

91 - M در نقطۀ C و B قطع می کند. مماس ها بر هر دای��ره در C و B دو دایرۀ مف��روض را در A مش��ترک اند. خط گ��ذرا بر A دو دای��رۀ متقاط��ع در نقطۀ
خارج از کشور ریاضی - 94 متقاطع اند. در مثلث MBC با چرخش خط قاطع، کدام جزء ثابت می ماند؟ 

BMC 4( زاویۀ  3( مساحت  2( محیط   MA )1

، شعاع این دایره کدام است؟ - 92 AH=4 BC=6 و ارتفاع  ، دایره ای در B و C بر ساق ها مماس است. اگر  AB AC( )=  ABC در مثلث

خارج از کشور ریاضی - 95  
4/5 )4  3/75 )3  3/5 )2  3/25 )1

، زاویۀ - 93 DBC DACˆˆ =2 در ش��کل مقاب��ل AD مماس بر دای��رۀ به مرکز O و OH عمود بر AC اس��ت. اگر 
ریاضی - 97 COH چند برابر زاویۀ DAC است؟ 

3 )2    /2 5  )1
4 )4    /3 5  )3

E قطع می کند. مقدار - 94 D و  BC و دایرۀ محیطی مثلث را به ترتی��ب در نقطه های  A قاعدۀ  ، خط گ��ذرا بر رأس  ABC در مثل��ث متساوی الس��اقین 
خارج از کشور ریاضی - 97 AD برابر کدام است؟  AE×

 BC2  )4   AC2  )3   CD CB×  )2   BD BC×  )1
=β و Cx مماس بر دایره است. اندازۀ - 95 α2  ، AB CD در ش��کل روبه رو، وتر AB برابر ش��عاع دایره، 

ریاضی - 98 BD چند درجه است؟  کمان 
60 )2   50 )1
75 )4   70 )3

، دایره ای به مرکز B و ش��عاع 25 واحد، خطی را که از رأس A موازی BC رس��م شود، در نقطۀ - 96 BC=16 AB و  AC= =17 در مثلث ABC داریم 
خارج از کشور ریاضی - 98 D قطع می کند. فاصلۀ نقطۀ C از خط BD، کدام است؟ 

/10 2  )4  /9 6  )3  /8 4  )2  /7 2  )1
در ش��کل روبه رو، اضلاع زاویه های A و B بر دایره مماس اند، اگر وتر CD برابر ش��عاع دایره باشد، زاویۀ - 97

خارج از کشور ریاضی - 98 ˆEDF چند درجه است؟ 

30 )2   25 )1
40 )4   35 )3

در ش��کل زیر، چهارضلعی ABCD متوازی الاضلاع است. تعداد مثلث های متساوی الساقین، کدام است؟ - 98
خارج از کشور ریاضی - 99  

 2 )2    1 )1
4 )4    3 )3



پاسخ پرسش های چهارگزینه ای

فصل اول

فاصلۀ نزدیک ترین نقطۀ خط d از مرکز دایرۀ C طول عمودی اس�ت که  1  2
. چ�ون  OH=3 2 از O ب�ر d وارد می ش�ود. اگ�ر OH عم�ود ب�ر d باش�د، آن گاه  

. بنابراین خط d دایره را در دو نقطه قطع می کند.  OH R< ، پس  <3 2 2 5

مرک�ز ای�ن دایره ها از خط d ب�ه فاصلۀ معلوم R هس�تند. پس مرکز این  2  2
دایره ها روی دو خط موازی با d و به فاصلۀ R از d واقع هستند. 

از مرک�ز O ب�ه نقطه های تماس M و N وص�ل می کنیم. در این صورت  3  3
شعاع های OM و ON به ترتیب بر خط های مماس PM و PN عمود هستند. از قضیۀ 

فیثاغورس در مثلث های قائم الزاویۀ ایجاد شده به دست می آید
OPM PM OM OP OP OP: + = ⇒ + = ⇒ =2 2 2 216 9 5

 OPN PN ON OP PN PN: + = ⇒ + = ⇒ =2 2 2 2 16 25 3 بنابراین 

. با حل دس�تگاه  4 OA R− =5 OA و  R+ =9 بناب�ر ف�رض مس�ئله،   1
. اکنون در مثلث قائم الزاویۀ  R =2 OA=7 و  حاصل از این دو معادله به دس�ت می آید 

AT OA OT= − = − =2 2 2 27 2 3 5 OAT بنابر قضیۀ فیثاغورس، 

 . AT
R

= 3 5
2

در نتیجه 

B وص�ل  5 و   A نقطه ه�ای  ب�ه   O مرک�ز  از   2
می کنی�م. در ای�ن صورت ط�ول ضلع های مثل�ث OAB در 
 . AB OA OB= +2 2 2 رابطۀ فیثاغورس صدق می کنند: 
. در  Ô = 0

1 90 بنابرای�ن مثل�ث OAB قائم الزاویه اس�ت و 

090 اس�ت. بنابرای�ن اندازۀ  نتیج�ه اندازۀ کم�ان AB برابر 
− اس�ت. طول کمان  =0 0 0360 90 270 کمان AMB برابر 

AMB برابر است با 

AMB ·Iµ¨ Ï¼ö
×π×= = π
0

0
270 4 6

180

α )درجه( باش�د.  6 فرض کنید زاویۀ مرکزی مقابل به کمان AB، برابر   3
مساحت قطاع OAB در دایرۀ به شعاع R برابر است با 

R مساحت قطاع  R         ( )απ απ= ⇒ = π
2 2

0 0
12 1

360 360
 

همچنین طول کمان AB به صورت زیر به دست می آید: 

 AB طول کمان R R          ( )απ απ= ⇒ = π
0 0

4 2
180 180

 

از تقسیم تساوی )1( بر )2( نتیجه می گیریم 

 

R
R R

R

απ
π= ⇒ = ⇒ =

απ π

2

0

0

12360 3 6
4 2

180

 

R مساحت دایره. ( )=π =π = π2 26 36 بنابراین 

7  A G′ ′ و   AG وت�ر  دو   3
مساوی اند، پس از مرکز دایره به یک فاصله اند. 
′OH برابرند. در  بنابراین عمودهای OH و 
OA قاعده و  G′ ′ نتیجه دو مثلث OAG و 

ارتفاع مساوی دارند، بنابراین هم مساحت اند.

، پ�س  8 CA CP= چ�ون   4
. زاوی�ۀ ACB زاویۀ خارجی  A Pˆ ˆ= = 032

مثلث CAP است. بنابراین 
ACB A Pˆ ˆ ˆ= + = + =0 0 032 32 64

پ�س  اس�ت،  محاط�ی   ACBˆ چ�ون 

 . AB= 0128 ، یعنی  AB= 01 64
2

، پ�س  9 AC CP= چ�ون   4
 ، ACB همچنی�ن، زاوی�ۀ . A Pˆ ˆ= = 027

زاویۀ خارجی مثلث ACP است، بنابراین 
ACB A Pˆ ˆ ˆ= + = + =0 0 027 27 54

. در نتیجه 
ABACBˆ =
2

از ط�رف دیگ�ر 

 . AB= 0108 . یعنی 
AB= 054
2

. در  10  AC BD= چون کمان ه�ای بین دو وتر موازی مس�اوی اند، پس   3
ضمن AB قطر دایره است. بنابراین

     

 

AC CD BD BD CD BD

BD BD /

+ + = ⇒ + + =

+ = ⇒ =

0 0

0 0 0

180 180

2 45 180 67 5
. پس RL απ=

0180
از طرف دیگر، 

 BD ·Iµ¨#Ï¼Š
/ ×π× π= =

0

0
67 5 4 3

2180

اندازۀ هر زاویۀ محاطی مساوی نصف کمان مقابلش است، پس 11  4
 

CD CDB CDˆ = ⇒ = ⇒ =0 030 60
2 2

پ�س  اس�ت،   AC کم�ان  وس�ط   D چ�ون 
=AD و چون BC قطر دایره است، پس 060
   

 

BAC AB AD CD

AB AB

= ⇒ + + =

+ + = ⇒ =

0 0

0 0 0 0

180 180

60 60 180 60

 .
ABACBˆ = = =

0 060 30
2 2

بنابراین 

فصل چهارم: پاسخ پرسش های چهارگزینه ای
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12  ، AB= 01 50
2

، پس  BAxˆ = 050 چون   3

. چون AC قطر دایره است، پس  AB= 0100 یعنی 
  BC AB= − = − =0 0 0 0180 180 100 80

، پس 13 D Bˆ ˆ=1
2

چون   3

   AB CD AB CD( )= ⇒ =1 1 1 1
2 2 2 2

 

همچنین
    P AB CD AB AB ABˆ ( ) ( )= + = + =1 1 32

2 2 2
 

زاویه ه�ای B و C زاویه ه�ای محاطی در دایره هس�تند. از فرض تس�ت  14  1
 

 AB CDC B CD ABˆ ˆ ( )= ⇒ = ⇒ =1 1 3
3 2 3 2

نتیجه می شود 

از طرف دیگر زاویۀ M1 زاویۀ بین دو وتر متقاطع است، پس

 
   

AB CD AB ABM ABˆ + += = =1
3 2

2 2

زاویۀ EHB زاویۀ خارجی مثلث AEH است، پس 15  1
EHB A Eˆˆ ˆ= + = + =0 0 017 31 48

. از طرف دیگر، BE= 048 در نتیجه 
   A BE CD CD CDˆ ( ) ( )= − ⇒ = − ⇒ =0 0 01 117 48 14

2 2

، پس 16 Ê= 030 چون   3
   AND BC AND BC( ) ( )− = ⇒ − =0 01 30 60 1

2
از طرف دیگر چون AB قطر دایره است، پس

    AND BC DMC AND BC+ + = ⇒ + + =0 0 0180 30 180
 AND BC ( )+ = 0150 2 در نتیجه 

 .AND= 0105 از تساوی های )1( و )2( نتیجه می گیریم 

چون AB قطر دایره است، پس 17  1
      AC CD BD AC BD AC BD+ + = ⇒ + + = ⇒ + =0 0 0 0180 70 180 110

از طرف دیگر زاویۀ M زاویۀ بین امتداد دو وتر متقاطع است، بنابراین 
   

 BD AC BD ACM BD ACˆ − −= ⇒ = ⇒ − =0 030 60
2 2

از تساوی های به دست آمده به دستگاه زیر می رسیم:

 
 

 

 

AC BD
AC AC

BD AC
−

 + = → = ⇒ =
 − =

0
0 0

0

110
2 50 25

60
 

با توجه به شکل می نویسیم 18  1

 x y x yA O      
ˆ ˆ,

− += ⇒ = = ⇒ =0 0 0 027 27 71 71
2 2

 
x y

x x
x y

+
 − = → = ⇒ =

+ =

0
0 0

0

54
2 196 98

142
بنابراین 

. x
y
= =

0

0
98 49

2244
. در نتیجه  y= 044 پس 

و  19  y x
#

−=023
2

می نویس�یم  روی ش�کل  اندازه ه�ای  ب�ه  توج�ه  ب�ا   1

y x
x x

y x
−

 − = → = ⇒ =
+ =

0
0 0

0

46
2 94 47

140
. در نتیجه  y x+=070

2

. /α= =
0 047 23 5

2
047 است، بنابراین  α اندازۀ زاویۀ محاطی روبه رو به کمان 

زاویۀ P زاویۀ بین امتداد دو وتر متقاطع است، پس 20  3
   

 AxB CD AxB CDP AxB CD      
ˆ ( )− −= ⇒ = ⇒ − =0 020 40 1

2 2

زاویۀ M زاویۀ بین دو وتر متقاطع است، پس
   

 AxB CD AxB CDM AxB CD      
ˆ ( )+ += ⇒ = ⇒ + =0 070 140 2

2 2

از تساوی های )1( و )2( نتیجه می شود
 

 

 

AxB CD
AxB AxB

AxB CD
+

 − = → = ⇒ =
 + =

0
0 0

0

40
2 180 90

140

0360 است، بنابراین  21 محیط هر دایره   3
   TC BC BT BT+ + = ⇒ =0 0360 5 360

. پس اندازۀ زاویۀ A برابر است با  TC= 0144 BT و  #= 072 در نتیجه 

 
 TC BTÂ − −= = =

0 0 0144 72 36
2 2



فصل چهارم: پاسخ پرسش های چهارگزینه ای
)144(

از مرکز O عمود OH را بر خط d رسم می کنیم تا دایره را در A قطع کند.  22  2
. بنابراین  AH x= −3 در این صورت نقطۀ A نزدیک ترین نقطۀ دایره تا خط اس�ت، پس 
. از ط�رف دیگ�ر، چون خ�ط و دایره هیچ نقطۀ مش�ترکی  OH x x x= − + − = +2 1 3 2
. از طرف دیگر چون  x<3 ، بنابراین  x x− < +2 1 2 . در نتیجه  R OH< ندارن�د، پس 

. همچنین  x<3 x−3 فاصله است، پس باید 
ط�ول ش�عاع دای�ره بای�د مثب�ت باش�د، یعن�ی 

ش�رط های  اش�تراک  از   . x x− > ⇒ >12 1 0
2

 . x< <1 3
2

به دست آمده نتیجه می شود 

دو مثلث OMN و OAN متساوی الساقین هستند، پس 23  2
OM MN N O OA ON A N      

ˆ ˆˆ ˆ,= ⇒ = = ⇒ =1

M1 زاویۀ خارجی مثلث OMN است. بنابراین از طرف دیگر، زاویۀ 
O NM N O M N
ˆ ˆˆˆ ˆ ˆ ˆ== + → =1

1 1 1 2

اکنون در مثلث قائم الزاویۀ OAM می نویسیم
A M O

N N N

ˆ ˆˆ

ˆ ˆ ˆ

+ + =

+ + = ⇒ =

0
1

0 0 0

180

2 90 180 30
 . Â= 030 ، پس  A Nˆ ˆ= چون 

24  m مرک�ز دایره هایی که ب�ر خط  3
مماس هستند و شعاع آن ها 4 است، روی دو خط 
م�وازی ب�ا m و به فاصلۀ 4 از خ�ط m قرار دارند. 
اگر این دو خط موازی را رسم کنیم، هریک از آن ها 
خ�ط n را در یک نقطه قطع می کند. پس دو نقطه 
روی خط n قرار دارد که مرکز دایره ای به شعاع 4 

هستند و خط m بر این دایره ها مماس است. 

از مرکز O به نقطه های A و B وصل می کنیم. اگر R شعاع دایره باشد،  25  4
BC R

OB BC O C
OB R

ˆ ˆ
= ⇒ = ⇒ =
=

1 بنابر فرض تست، 

B1 زاویۀ خارجی  . از طرف دیگر، زاویۀ  A Bˆ ˆ=1 1 ، در نتیجه  OB OA R= = همچنین 
O2 زاویۀ  . در ضمن زاویۀ  B Ĉˆ =1 2 ، در نتیجه  B O Cˆ ˆˆ = +1 1 مثلث OBC است، پس 
. چون  O A C B C C C Cˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆˆ= + = + = + =2 1 1 2 3 خارجی مثلث OAC است. بنابراین 

Ô2 زاویۀ مرک�زی در این دایره اس�ت، اندازۀ آن با  Ô و چ�ون  = 0
2 60 ، پ�س  Ĉ= 020

 .AD= 060 اندازۀ کمان مقابلش برابر است، بنابراین 

اگر R شعاع دایره باشد، مساحت قطعۀ رنگی به صورت زیر به دست می آید 26  3
 OAB OAB

R R R R

R R R

¾÷õ¤ SeIv¶ ÌIõ¤ SeIv¶ W±X¶ SeIv¶

sin

( ) ( )

= −

π− = π − ⇒ π− = π −

π−π− = ⇒ = ⇒ =

0 2 2 0 2 2
0

2 2

60 1 1 36 9 3 60 6 9 3
2 6 4360

2 3 33 2 3 3 36 6
12

 RAB ·Iµ¨ Ï¼ö
απ ×π×= = = π

0

0 0
60 6 2

180 180
بنابراین  

. در نتیجه  AB=6 در ضمن مثلث OAB متساوی الاضلاع به ضلع 6 است، پس 
 AB AB ·Iµ¨ Ï¼ö  oU» Ï¼ö ( )+ = π+ = π+2 6 2 3  

27  OA B′ ′ مساحت قسمت رنگی، تقاضل مساحت های دو قطاع OAB و   2
است: 

 

OAB   OA B

R R R

R R R

ÌIõ¤ SeIv¶ ÌIõ¤ SeIv¶

( )

′ ′π= −

π= π − π ⇒ π= × π

π= π ⇒ = ⇒ =

0 0 02 2 2
0 0 0

2 2

18

135 135 13518 2 18 3
360 360 360
918 16 4
8

 

.AB طول کمان R( )π ×π×= = = π
0

0
135 2 3 8 6

4180
بنابراین 

چون طول کمانی از یک دایره به شعاع R که زاویۀ مرکزی رو به رو به آن  28  2
A برابر است با B′ ′ Rαπ است. پس طول کمان 

0180
α )درجه( باشد برابر  کمان برابر 

 A B  R R         
R

·Iµ¨Ï¼ö ( ) ( )α α α′ ′ = π× ⇒ = × π ⇒ =
π0 0 0

2 2 96 1
3 3180 180 180

پس 

 
 

AB R

AB R
R

pH

·Iµ¨Ï¼ö

·Iµ¨Ï¼ö
( )

( )

( ) /

α= π×

→ = π× = =
π

0

1

3
2180

9 3 27 13 5
2 2

 

α )با واحد درجه( در نظر می گیریم:  29 زاویۀ AOB را   2

 ROAB RÌIõ¤ SeIv¶
=α α= ⇒ π = → × π= ⇒α=

π

022
0 0

901 1 4 1
360 360

. RA B  ·Iµ¨Ï¼ö

( )
/

π×′απ′ ′ = = = =
π

0

0 0
90 5 5 2 5

2180 180
بنابراین 

از مرک�ز O ب�ه نق�اط تم�اس A و B وص�ل می کنی�م. در ای�ن صورت  30  1
زاویه ه�ای A و B قائمه ان�د. همچنین چهارضلعی OAMB کایت اس�ت، پس دو قطر 

OM و AB برهم عمودند و OM نیمساز زاویۀ M است. بنابراین

 
OA

OA

OMOAM M OA OM

OAH O AH OA AH

ˆ:

ˆ:

=

=

= ⇒ = → =

= ⇒ = → =

10
1

10
1

30 2
2
3 360
2 2




 

. AOBMS AB OM ( )( )= × = =1 1 3 2 3
2 2

. بنابراین  AB AH= =2 3 پس 

اکنون مساحت قطاع OAB را حساب می کنیم: 

 ROAB ÌIõ¤ SeIv¶

( )παπ π= = =
0 22

0 0
120 1

3360 360
 

از طرف دیگر، مس�احت قس�مت رنگی براب�ر تفاضل مس�احت چهارضلعی OAMB و 

Â«ºn Sµv¤ SeIv¶ 
π −π= − = 3 33
3 3

مساحت قطاع OAB است. پس 

راه حل اول از مرکز O به وتر AB عمود OH را رس�م می کنیم. اندازۀ  31  2
. در ضم�ن عمود OH وتر  Ô = 0

1 30 060 اس�ت، بنابراین  زاوی�ۀ مرکزی AOB برابر 
 ، OBH بنابراین در مثلث قائم الزاویۀ . BH=15 AB را نصف می کند، پس 

BHO
OH OH

OH
OH

ˆtan tan= ⇒ =

= ⇒ = =

0
1

1530

3 15 45 15 3
3 3

، پس مثلث  OA OB= 060 اس�ت. چون  راه حل دوم اندازۀ زاویۀ مرکزی AOB برابر 

. OH AB= = × =3 3 30 15 3
2 2

OAB متساوی الاضلاع است. بنابراین 



)145(

32  OB DC عمود است. در ضمن شعاع  OM بر خط مماس  ش�عاع   1
AD عمود است. بنابراین OA بر خط مماس  BC و شعاع  بر خط مماس 

OB OM= ⇒ C است.  OC نیمساز زاویۀ 
OA OM= ⇒ D است.  OD نیمساز زاویۀ 

DM و  AD= در ضمن مماس های رس�م ش�ده از یک نقطه بر دایره مس�اوی اند، پس 
AB عمودن�د، پ�س  BC ب�ر  AD و  . از ط�رف دیگ�ر دو مم�اس  MC BC=

موازی اند. در نتیجه بنابر قضیۀ خطوط موازی و مورب،

 D C D C

DOC

ˆ ˆˆ ˆ

ˆ

+ = ⇒ + =

=

0 0
1 1

0

180 90

90
ODC قائم الزاویه اس�ت. از رابطۀ  پ�س مثل�ث 

طولی در این مثلث نتیجه می شود
 OM DM MC R AD BC= × ⇒ = ×2 2  

مطاب�ق ش�کل، در صورتی بیش�ترین مس�احت مثلث ABC به دس�ت  33  1
می آید که طول ارتفاع CH بیشترین مقدار ممکن باشد و این موضوع زمانی اتفاق می افتد 
که CH در راس�تای قطر دایره باش�د. چون ارتفاع CH ضلع AB را نصف می کند، پس 

 
OB

OH
BH

= ⇒ = − =
=

5
25 16 3

4
مثلث ABC متساوی الساقین است. بنابراین 

. بنابراین  CH OH OC= + =8 از طرف دیگر، 
بیشترین مساحت مثلث ABC برابر است با

S AB CH= × = × =1 1 8 8 32
2 2

´  

وت�ر AB گذرن�ده از نقط�ۀ M و  34  3
عمود بر OM کوتاه ترین وتر گذرنده از M اس�ت. 

، OBM اکنون بنابر قضیۀ فیثاغورس در مثلث

MB OB OM

AB

= − = − =

=

2 2 16 1 15

2 15
، پس هیچ  <2 2 15 2 است و چون  15 پس طول کوتاه ترین وتر گذرنده از M برابر 

وتری به طول 2 از نقطۀ M نمی گذرد. 

کوچک ترین وتر گذرنده از نقطۀ P وتری است که بر قطر گذرنده از P عمود  35  4
باشد. بنابراین اگر وتر CD از P گذشته و بر قطر AB عمود باشد، آن گاه CD کوتاه ترین وتر 
گذرنده از P اس�ت. در ضمن چون قطر AB بر وتر CD عمود اس�ت، پس AB وتر CD را 

، OCP است. بنابر قضیۀ فیثاغورس در مثلث CD وسط P نصف می کند، یعنی
OC OP CP

CP CP

= +

= + ⇒ =

2 2 2

2 2 213 5 12
. CD CP= =2 24 بنابراین 

زاوی�ۀ M1 زاوی�ۀ خارج�ی مثلث  36  1
. از طرف  M C Bˆˆ ˆ= +1 MBC اس�ت. بنابراین 

. در ضمن  M Ĉˆ =1 5 ، در نتیجه  B Ĉˆ =4 دیگر 
زاویۀ C محاطی روبه رو به کمان AB اس�ت، پس 

 . M ABˆ =1
5
2

. در نتیجه 
ABĈ=
2

می دانیم ش�عاع دایره در نقطۀ تماس  37  1
بر خط مماس عمود است. پس 

چ�ون   . A FAxˆ ˆ= − = − =0 0 0 0
1 90 90 56 34

. از ط�رف  F Âˆ= = 0
1 34 ، پ�س  OA OF=

. AE=0 134
2

پ�س   . F AEˆ=1
2

 دیگ�ر، 

 . AE= 068 در نتیجه 

چون CI قطر دایره است، پس 38  3
 



ACAC ANI ANI=+ = → =
0500 0180 130

بنابراین اندازۀ زاویۀ محاطی C برابر است با 
ANIĈ= = =

0 0130 65
2 2

از طرف دیگر، از قضیۀ خطوط موازی و مورب نتیجه می شود

 
CA ON

NOI C
CIJn¼¶

||
ˆ ˆ

 ⇒ = =


065  

39  . BC= 060 ، پس  Â= 030 چ�ون   2
از طرف دیگر مثلث ABC متساوی الس�اقین اس�ت، 

 B AC ADˆ = ⇒ = ⇒ =0 0 075 150 30 بنابراین 
کمان های بین دو وتر موازی، مساوی اند: 

  AB DE BE AD BE|| ⇒ = ⇒ = 030

. 
 BE BCx + += = =

0 0 030 60 45
2 2

زاویۀ EDC زاویۀ محاطی است، پس 

کمان های بین دو وتر موازی، مساوی اند.  40  2
  AB CD AC BD|| ⇒ = بنابراین 

از طرف دیگر،  

 

AC CD BD

BD BD

+ + =

+ = ⇒ =

0

0 0 0

180

2 50 180 65
چون زاویۀ DCB محاطی است، پس اندازۀ آن نصف 

 
BDDCBˆ = =

065
2 2

کمان روبه رو به خود است:  

زاویۀ ACB محاطی است، پس اندازۀ  41  4

. بنابراین  AB= 060  اس�ت، در نتیجه 
AB
2

آن برابر 
اگ�ر از مرک�ز دایره به نق�اط A و B وص�ل کنیم، مثلث 
OAB متس�اوی الاضلاع اس�ت. در نتیجه شعاع دایره 

برابر AB و مساوی 6 است. پس 

 AB ·Iµ¨Ï¼ö
×π×= = π
0

0
60 6 2
180

 

α درجه باش�د، آن گاه مس�احت  42 اگ�ر اندازۀ زاویۀ مرکزی BOD برابر   4
قطاع BOD به صورت زیر به دست می آید: 

 ORBOD OÌIõ¤ SeIv¶

ˆ ( ) ˆπαπ π= ⇒ = ⇒ =
22 01

10 0
416 40

9360 360
 

025 اس�ت، پس  از طرف دیگر زاویۀ محاطی C برابر 
 . AODˆ = + =0 0 050 40 90 ، در نتیجه  AB= 050

RABD ·Iµ¨Ï¼ö
απ ×π×= = = π

0

0 0
90 4 2

180 180
پس

می دانیم کمان های بین دو وتر موازی در دایره مساوی اند، بنابراین 43  4
  AB CD AC BD|| ⇒ =  

از ط�رف دیگ�ر، دو زاوی�ۀ ACD و ADC محاط�ی 
هستند، پس اندازۀ هر کدام آن ها نصف کمان مقابلشان 

 .
ACADCˆ =
2

 و 
 AB BDACDˆ +=

2
است: 

 و AB قط�ر  AC BD= . چ�ون 
  AB BD ACACD ADCˆ ˆ| | | |+ −− =

2
بنابرای�ن 

ABACD ADCˆ ˆ| |− = = =
0 0180 90

2 2
دایره است، پس 
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