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فصل اول

ـع
ابـ
ت  درس1 توابعچندجملهای-توابعصعودیونزولی

وعدة 1
توابع چندجمله ای

 f x a x a x a x a x an
n

n
n( )= + + + + +−

−
1

1
2

2
1 0� توابعیبهفرم

یکعددصحیح n و اعدادحقیقی  a a an0 1, , ,… راکهدرآن
مینامند. n باشد،یکتابعچندجملهایازدرجة an ≠0 نامنفیو

دامنةاینتوابع،مجموعةاعدادحقیقیاست؛بهعنواننمونه:
تابعچندجملهایبادرجةصفراست. f x k( ) = تابعثابت

یــکتابــعچندجملــهایبــادرجــة f x ax b( ) = + تابــعخطــی
یکاست.

نیزتابعـیچندجملهای f x ax bx c( ) = + +2 تابـعدرجةدوم
بادرجةدواست.

 f x ax bx cx d( ) = + + +3 2 تابـعچندجملـهایبـاضابطـة
یـکتابـعدرجـةسـهاسـت.دراینجـابهطـورخـاصتابـع ( )a ≠0

رابررسیمیکنیم؛ f x x( ) = 3
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f را رسم کنید. x x( ) = 3 به کمک نقطه یابی نمودار تابع

 f x( ) x= 3 x

 −8 −2
 −1 −1

 − 1
8

 − 1
2

00

 1
8

 1
2

11
 8 2

y )الف x= −( )1 3 نمودار توابع زیر را رسم کنید.  

رایکواحد y x= 3 بـرایرسـماینتابعکافیاسـتنمـودارتابـع
بـهسـمتراسـتانتقـالدهیـم.بـرایرسـمدقیقتـرمیتـواناز

نقطهیابیکمکگرفت.

 y = −(x )1 3 x

 −10
01
1 2
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فصل اول

ـع
ابـ
ت

y )ب x= − +3 1 )تمرین کتاب درسی( 

 f x( ) ،کافیاسـتنمودارتابع −f x( ) یـادآوری:برایرسـمنمودار
، x هـاقرینهکنیم؛یعنـیدرواقعبـهازایهر x رانسـبتبـهمحور

هاقرینهمیشود. y مقادیر
رارسـممیکنیم؛ −x3 بـرایرسـماینتابعدرمرحلـةاول،نمودار

سپسنموداررسمشدهرا1واحدبهسمتبالاانتقالمیدهیم:

 
y )پ x x x= − + +3 23 3 2 = − +( )x 1 33  

رارسـممیکنیم؛سـپسآنرا ( )x −1 3 درمرحلةاولنمودارتابع
واحدبهسمتبالاانتقالمیدهیم: 3
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g را در یـک  x x( ) = 2 f و x x( ) = 3 نمـودار دو تابـع
دستگاه مختصات رسم کنید.

بانقطهیابی،نموداردوتابعرادریکدستگاهرسممیکنیم:

g x( )f x( )x

1−1−1
1
4

− 1
8

− 1
2

000
1
4

1
8

1
2

111

زیر ( , )0 1 فقـطدرفاصلـة f x x( ) = 3 نمـودارتابـع

قراردارد. g x x( ) = 2 نمودار
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فصل اول

ـع
ابـ
ت

وعدة 2
توابع صعودی و نزولی

 x تابع اکیداً صعودی:اگرباافزایشمقدار
نیزافزایشیابد، y ،مقدار f دردامنةتابع

اینتابعرااکیداًصعودیمینامیم.
x x D x xf1 2 1 2, ,∈ < 
⇒ <f x f x( ) ( )1 2 

تابـع اکیـداً نزولـی:اگـربـاافزایـشمقدار
کاهش y ،مقـدار f دردامنـةتابـع x

یابد،اینتابعرااکیداًنزولیمینامیم.
x x D x xf1 2 1 2, ,∈ < 
⇒ >f x f x( ) ( )1 2 

در x افزایشمقدار با اگر تابع صعودی:
افزایشیابدیاثابت y ،مقدار f دامنةتابع

بماند،اینتابعراصعودیمینامیم.
 x x D x xf1 2 1 2, ,∈ < 
⇒ ≤f x f x( ) ( )1 2 

در x تابـع نزولـی: اگـربـاافزایشمقـدار
کاهـشیابدیا y ،مقـدار f دامنـةتابـع

ثابتبماند،اینتابعرانزولیمینامیم.
x x D x xf1 2 1 2, ,∈ < 
⇒ ≥f x f x( ) ( )1 2 
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بـراینشـاندادنیـکزاویهرویدایرةمثلثاتـی،هموارهیکضلع 6
ها،ثابتدرنظرمیگیریم. x زاویهرارویقسمتمثبتمحور

αداریم: برایهرزاویةدلخواه 7

1 sin cos

sin cos

cos sin

sin

cos

2 2

2 2

2 2
1

1

1
1 1
1 1

α α

α α

α α
α
α

+ = ⇒

= −

= −
− ≤ ≤
− ≤ ≤















2 tan
sin
cos

α α
α

=  (cos )α ≠0 

3 cot
cos
sin

α α
α

=  (sin )α ≠0 

 4 tan cot
tan

cot
(cos )

cot
tan

(sin )
α α

α
α

α

α
α

α
⋅ = ⇒

= ≠

= ≠










1

1 0

1 0


5 1 12
2+ =tan

cos
α

α
 (cos )α ≠0 

6 1 12
2+ =cot

sin
α

α
 (sin )α ≠0 



65

فصل دوم

ت
لثا
مث

نسبت های مثلثاتی زوایای مهم بر حسب درجه و رادیان

cotθtanθcosθsinθ
نسبت

زاویه

رادیان010ت ن 0 یا  0°

33
3

3
2

1
2

رادیان π
6

°30یا

112
2

2
2

رادیان
π
4

یا 45°

3
3

31
2

3
2

 رادیان
π
3

°60 یا

 رادیان01ت ن0
π
2

°90 یا

π رادیان10−0ت ن یا 180°

 1−0ت ن0
3
2
π

یا 270°
رادیان

2π رادیان010ت ن °360یا
)ت ن یعنی تعریف نشده(

R انـدازة همـان زاویـه بـر  D زاویـه ای برحسـب درجـه و اگـر
حسـب رادیـان باشـد، بـرای تبدیـل واحدها بـه یکدیگـر از رابطة 

مقابل استفاده می کنیم:
 D R
180°

=
·IÄjHn π
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وعدة 2
توابع متناوب

بـه بازههایـی روی  g x x( ) cos= و  f x( ) sinx= توابـع نمـودار
تکرارمیشود.بهشکلهایزیرتوجهکنید: 2π طول

رابهتعدادزیادکپیکنیمو 2πاگرازنمودارهایبالا،قطعهایبهطول
یاکسینوسساخته راکنارهمبچینیم،آنگاهنمودارسینوس آنها
راجداکرده،آنراکپی πمیشود.درصورتیکهمثاًاگرقطعهایباطول

کنیموکنارهمبچینیم،نمودارسینوسیاکسینوسبهوجودنمیآید.
راجدا [ , ]0 π درفاصلة sinx بهطورمثالاگرقطعهایازنمودارتابع
کردهوبهتعدادزیادکپیکنیم،ازکنارهمقراردادناینقطعههانمودار

نیست. f x x( ) sin= زیرحاصلمیشودکهنمودارتابع
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فصل دوم

ت
لثا
مث

راجداکرده،کپیکنیم cosx ازنمودارتابع 4π اگرقطعهایبهطول
بهدستمیآید. f(x) cos= x وکنارهمبچینیم،نمودارتابع

بـهاینگونـهتوابـع،توابـعمتنـاوبمیگوییـموطـولکوچکتریـن
قطعـهازمنحنـیراکـهباتکـراربـازةآن،نمودارکاملمیشـود،دورة

نشانمیدهیم. T تناوبمینامیموآنرابا
هستند. 2π توابعیمتناوببادورةتناوب cosx و sin x بنابراینتوابع

، f x T f x( ) ( )± = توابـــعمتنـــاوبدررابطـــة
عـددحقیقـیمثبـتاسـت،صـدق Tکـهدرآن ( T) Dx f± ∈
راکهدراینرابطـهصدقمیکند، T میکننـد؛کوچکترینمقـدار

دورةتناوبآنتابعمیگویند.بهعنوانمثال:
 sin( ) sinx x+ =2π 
 cos( ) cosx x+ =2π 

اسـت.بـرای 2π
| |a

برابـر y ax= cos و y ax= sin دورةتنـاوب

برابر y x= sin2 نمونـهنشـانمیدهیـمکهچـرادورةتناوبتابـع
 f x T f x T( ) ( ) sin( x ) sin x± = ⇒ ± =2 2 2 است. π
⇒ = ⇒ =2 2T Tπ π 
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دورة تنـاوب توابـع زیر را به دسـت آوریـد و محل تلاقی 
هـا مشـخص کنیـد؛ سـپس نمـودار این  x نمودارهـا را بـا محور

توابع را رسم کنید. 
f )الف x x( ) sin= π  T = =2 2π

π
 

و...برابرصفر ±2π ، ±π درنقـاط0، sin x میدانیـممقـدارتابع
نشـانمیدهیم؛ k kπ ( )∈� رابا π اسـت.اینمضـاربصحیح

برابرصفرشود،باید: sinπx بنابراینبرایاینکهمقدارتابع
π πx k x k k= ⇒ = ∈, � 

هاتاقیدارد. x یعنیهمةنقاطصحیحنمودارتابع،بامحور
حالبرایرسمتابعکافیاستباتوجهبهآنچهدرفصلاولنیزگفتیم،
رامنقبضکنیم.نمودارتابعراابتدادریکدورةتناوب، sin x تابع
رسمکرده،سپسادامةنموداررارسممیکنیم. 2 یعنیازصفرتا
میتوانیمازنقطهیابینیزکمکبگیریم.بهاینصورتکهنقاطمهمتابع
تقسیممیکنیمونقاطتابعجدیدرابهدستمیآوریم. π رابر sin x

...5
2

23
2

11
2

0x

...10−1010sinπx
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فصل پنجم
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ک

 درس1 اکسترممهایتابع

وعدة 1
یکنوایی تابع و ارتباط آن با مشتق

آزمون یکنوایی تابع

موجـودومثبـتباشـد، ′f اگـرمقـدار f دریـکبـازهازدامنـة
درآنبازهاکیداًصعودیاست. f آنگاه

موجودومنفیباشـد،آنگاه ′f اگرمقدار f دریـکبـازهازدامنة
درآنبازهاکیداًنزولیاست. f

موجـودوبرابرصفرباشـد، ′f اگـرمقدار f دریـکبـازهازدامنـة
درآنبازهتابعیثابتاست. f آنگاه

درحقیقتبرایبررسـییکنوایییکتابعمشـتقپذیر،ازتابعمشـتق
میگیریـموآنراتعییـنعامـتمیکنیـم.اگـرعامـتمشـتقدر
بـازهایمثبـتباشـد،تابـعدرآنبـازهاکیـداًصعـودیواگـرعامـت

مشـتقدربـازهایمنفـیباشـد،تابـعدرآنبـازهاکیـداًنزولیاسـت.

ــداً  ــی اکی ــه بازه های f در چ x x x( ) = −2 63 ــع تاب
صعودی و در چه بازه هایی اکیداً نزولی است؟

رابهدستمیآوریموآنراتعیینعامتمیکنیم. ′f ابتداضابطه
′ = −f x x( ) 6 62 

 ′ = ⇒ = −f x x( ) ,0 1 1 
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حالجدولتغییراتتابعراتشکیلمیدهیم:

اکیداً ( , )−1 1 اکیداًصعودی،دربـازة ( , )−∞ −1 دربـازة f تابـع
اکیداًصعودیاست. ( , )1 + ∞ نزولیودربازة

 f( ) , ( )1 4 1 4= − − =f 
بـهکمـکایـننقـاطوجـدولتعییـنعامـتمیخواهیمنمـودار
تابـعرارسـمکنیم.برایرسـمدقیقتـرازنقاطکمکـیدیگرینیز

میتـواناسـتفادهکرد.

1

f x( )x

−4−2
00
42

همانطـورکـهمیبینیدازروینمـودارتابعنیزمیتوانیممشـخص
کنیـمکـهتابعدرچـهبازههایـیاکیداًصعـودیودرچـهبازههایی

اکیداًنزولیاسـت.
g در چـه بازه هایی اکیـداً صعودی  x

x
( ) =

+
1
12 تابـع

)تمرین کتاب درسی( و در چه بازه هایی اکیداً نزولی است؟ 
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 ′ = × + − ×
+

= −
+

g x
x x

x

x
( )

( )

( ) (x )

0 1 2 1
1

2
1

2

2 2 2 2 

 ′ = ⇒ − = ⇒ =g x x(x) 0 2 0 0 
مخرجکسرنیزهموارهمثبتاست؛بنابراین:

 ( , )0 + ∞ اکیـداًصعـودیودربـازة ( , )−∞ 0 ایـنتابـعدربـازة
اکیـداًنزولیاسـت.

f را  x x( ) = 3 با رسـم جدول تغییـرات، یکنوایـی تابع
بررسی کنید.

 ′ =f (x) x3 2 

 ′ = ⇒ = ⇒ =f x x x( ) 0 3 0 02 

اکیداً f x x( ) = 3 بنابـرآنچـهدرفصلهـایقبـلآموختیـم،تابـع
شـده ′ =f x( ) 0، x صعـودیاسـت.درجـدولبـالادرنقطـة0=
اسـتکـهعـددیمثبتنیسـتوبـاآزمـونیکنوایـیتابـعتطابق
اسـتوتابـع ′ >f 0 ،� نـدارد،یعنـینمیتوانیـمبگوییـمروی
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اکیـداًصعـودیاسـت؛پـسچـهاتفاقـیافتـادهاسـت؟درحقیقت
 x چـوندرهمـةنقـاط،مشـتقمثبـتبـودهوفقـطدرنقطة0=

مشتقصفراست،اکیداًیکنوابودنتابعحفظمیشود.

رویبـازهایبزرگتـریامسـاوی f اگـرمشـتقتابـع
صفـرباشـدوتعـدادنقاطـیکـهمشـتقدرآنهـاصفـرمیشـود
درآنبازهاکیداًصعودیاسـت؛همچنیناگر f متناهیباشـد،تابع
رویبازهایکوچکتریامسـاویصفرباشـدوتعداد f مشـتقتابـع
در f نقاطـیکـهمشـتقدرآنهاصفرمیشـودمتناهیباشـد،تابع

آنبازهاکیداًنزولیاست.

 اکیداً نزولی است؟ f روی x x x x( )= − + −3 2 2 آیا تابع
رابهدستآوردهوآنراتعیینعامتمیکنیم. ′f ضابطة

 ′ = − + −f x x x( ) 3 2 22 
 ∆ = − − − = − < = − <4 4 3 2 20 0 3 0( )( ) , a 

همواره ′ = − + −f x x x( ) 3 2 22 ،عبارت a و0> ∆ چـون0>
منفیاسـت،یعنیمشـتقهموارهمنفیاسـت.درنتیجـهتابعروی

�اکیداًنزولیاست.

وعدة 2
اکسترمم های نسبی تابع

ماکزیممنسبیدارد،هرگاه c درنقطهایبهطول f تابع
داشتهباشیم x I∈ باشدکهبرایهر I مانند c یکهمسایگیاز
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 f تابع مقدارماکزیممنسبی f c( .دراینحالت( f c( ) f (x)≥
ازعرضنقاطاطرافش c نامیدهمیشود.درواقعاگرعرضنقطة

ماکزیممنسبیدارد. x c= بزرگتریامساویباشد،تابعدر
مینیممنسـبیدارد،هـرگاهیک c درنقطـهایبـهطـول f تابـع
داشـتهباشـیم x I∈ باشـدکـهبرایهر I ماننـد c همسـایگیاز
 f رامقدارمینیممنسـبیتابع f c( .دراینحالت( f c f x( ) ( )≤
ازعـرضنقـاطاطرافـش c مینامیـم.درواقـعاگـرعـرضنقطـة
مینیممنسـبیدارد.در x c= کوچکتریامسـاویباشـد،تابعدر
رارسـمکردیـم.این f x x x( ) = −2 63 وعـدةیـک،نمـودارتابـع
ماکزیممنسـبیداردودرنقطة x = بهطول1− A تابـعدرنقطـة
مینیممنسـبیدارد.مقدارماکزیممنسـبیبرابر x بهطول1= B

است. f ( )1 4= − ومقدارمینیممنسبیبرابر f ( )− =1 4

نقـاطماکزیمـمومینیممیـکتابعرانقاطاکسـترممآن
اکسـترممهای B و A تابـعمیگوییـم.درمثـالاولوعدة1،نقاط

نسبیتابعهستند.

نقـاطمشخصشـدهدرهـریـکازنمودارهـایزیـر،نقـاطماکزیمـم
هستند: نسـبی
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نقـاطمشخصشـدهدرهریـکازنمودارهایزیر،نقاطمینیممنسـبی
هستند:

درنمودارهـایزیر،تابعدرنقطةمشخصشـده،نهمینیممنسـبیدارد
ونهماکزیممنسـبی.

نقاطابتداوانتهایبازه،نقاطاکسترممنسبینیستند.

 [ , ]−3 6 f را بـا دامنة x( ) ||x | |= − −1 3 نمـودار تابع
رسم کرده و نقاط اکسترمم نسبی تابع را مشخص کنید.

بهسمت واحد رارسمکرده،سپسیک  | |x نمودار ابتدا
راستوسهواحدبهسمتپایینانتقالمیدهیمودرنهایتقسمتی
هاقرینه x هاقراردارد،نسبتبهمحور x ازنمودارراکهزیرمحور

بهصورتزیراست: [ , ]−3 6 دربازة f میکنیم؛بنابرایننمودار

نقطـةماکزیمـم C نقـاطمینیمـمنسـبیونقطـة D و B نقـاط
اکسترممنسبینیستند. E و A نسبیاست؛نقاط
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امتحان نهایی 98  
در1جاهای1خالی1گزینة1مناسب1داخل1پرانتز1را1انتخاب1کنید..11

1در1دامنة1تعریف1خود1....................1)صعودی،1نزولی(1است. y = +(x )1 الف(تابع 3
ب(1هرچه1خروج1از1مرکز1بیضی1....................1)کوچک1تر،1بزرگ1تر(1شود1شکل1

بیضی1به1دایره1نزدیک1تر1خواهد1شد.
....................1)مستقل،1 با1هم1رخ1ندهند،1دو1پیشامد1 پ(1دو1پیشامدی1که1

ناسازگار(1هستند.
درستی1یا1نادرستی1جملات1زیر1را1مشخص1کنید..21

1وارون1 g x(x) = − −7
2 3 1و f x(x) = − +2 6

7 الـــف(1دو1تابـــع
یکدیگرنـــد.1)درســـت،1نادرســـت(

1است.1)درست،1نادرست( 2π 1برابر y x= tan ب(1دورة1تناوب1تابع

1را1در1نظر1بگیرید.1دامنة31.1 g
x

(x) =
−
1
12 1و f x(x) = − 4 دو1تابع

1را1با1استفاده1از1تعریف1به1دست1آورید. gof تابع

1را1رسم1کنید..41 y f= 1
2 4( x) ،1نمودار y f= (x)با1استفاده1از1نمودار1تابع

51.1 y = − −1 2 3sin( x)π الــف(1مقادیــر1ماکزیمــم1و1مینیمــم1تابــع
ــد. ــت1آوری را1به1دس
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پاسخ نامه  
الف( صعودی ب( کوچک تر پ( ناسازگار.11
الف( درست ب( نادرست.21
31. D x xgof f g= ∈ ∈ = ≥ − ≠ ±{x D | f(x) D } { | }4 4 1  

= + ∞[ , ) ( , )4 5 5∪  

y به دست .41 f x= 1
2
( ) 1 ضرب می کنیم تا

2
ابتدا عرض نقاط را در

1 ضرب 
4

آید، سپس طول نقاط را در

 y f x= 1
2

4( ) می کنیم و نمودار تابع
را رسم می کنیم.

max )الف.51 | | , min | |= − + = = − − + = −2 1 3 2 1 1  

1 )ب 2 1 1 2 1 02 2− − + = ⇒ + − =sin sin sin sinα α α α  

⇒
= −

=







sin

sin

α

α

1
1
2

 

 ⇒
= −

= + = + −










∈
α π π

α π π α π π

2
2

2
6

2 1
6

k

k
k

, ( k )
; �  

lim )الف.61 [ ]
sinx

x
x→ −−

= − = +∞
0

1
0

الف( 
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، برابر است با: f x P x
Q x

( )
( )
( )

= دامنة توابع گویا به شکل 1 

 Df = − =� {x | Q(x) }0  
دامنة هر تابع رادیکالی با فرجة زوج برابر است با: 2 

 y f x Dy= ⇒ = ∈ ≥( ) {x | f(x) }� 0  
دامنة توابع رادیکالی با فرجة فرد همان دامنة تابع زیر رادیکال است.

: g f و تساوی دو تابع 3 
g با هم برابر باشد. f و  دامنة

f باشد. x g x( ) ( )= x از این دامنة یکسان،  برای هر
اعمال روی توابع: 4 

Dg دو تابع باشند، آن گاه: g با دامنة Df و f با دامنة اگر
 (f g)(x) f(x) g(x) , D D± = ± =±Df g f g∩  
 (f g)(x) f(x) g(x) ,⋅ = ⋅ =D D Dfg f g∩  

 ( )(x) ( )
( )

, {x | g(x) }
f
g

f x
g x

D D Df
g

f g= = − =∩ 0  

y همـان دامنة  Kf x= ( ) K عـددی مثبت باشـد، دامنة تابع اگـر 5 
y است. f x= ( تابع(

ترکیب توابع: 6 
 fog x f g x( ) ( ( ))=       Dfog g f= ∈ ∈{x D | g(x) D }  

) دارد، هرگاه یک به یک باشد: )f −1 ، وارون f تابع وارون: تابع 7 

 
f a b f b a

D R R Df f f f

( ) ( )

,

= ⇔ =
= =







−

− −

1

1 1
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توابع صعودی و نزولی 8 
x x D x x f x f xf1 2 1 2 1 2, , ( ) ( )∈ < ⇒ ≤ f صعودی:   
x x D x x f x f xf1 2 1 2 1 2, , ( ) ( )∈ < ⇒ ≥ f نزولی:   

مثلثات
رابطة تبدیل رادیان و درجه: 1 

 
¾]nj ¾M ¾Ä»Hp ·IÄjHn ¾M ¾Ä»Hp← →

°
=D R

180 π
 

θ )رادیان(  ) روبه رو به زاویـة )� ، طول کمـان r در دایـره ای به شـعاع 2 

 � = ×r θ برابر است با: 
اتحادهای مثلثاتی: 3 

sin cos2 2 1α α+ =  tan
cot

sin
cos

α
α

α
α

= =1  

1 12
2+ =tan

cos
α

α
 1 12

2+ =cot
sin

α
α

 

sin sin cos2 2α α α=  cos cos sin2 2 2α α α= −  

tan
tan

tan
2 2

1 2α α
α

=
−

 

دورة تناوب: 4 

2π است.
| |a

y برابر ax= cos y و ax= sin دورة تناوب

و  y a bx c d= + +sin( ) فــرم بــه  توابعــی  تنــاوب  دورة 
d اعــداد حقیقی  c و ، b ، a y کــه در آن هــا a bx c d= + +cos( )

2π است.
| |b

a برابر با b, و0≠
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