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فصل اول

ـع
ابـ
ت 	 	درس 1 توابع چندجمله‌ای -توابع صعودی و نزولی

وعدة 1
توابع چندجمله‌ای

 f x a x a x a x a x an
n

n
n( )= + + + + +−

−
1

1
2

2
1 0� توابعی به فرم 

n یک عدد صحیح  و  اعداد حقیقی   a a an0 1, , ,… را که در آن
n می‌نامند.  an باشد، یک تابع چندجمله‌ای از درجة ≠0 نامنفی و 

دامن ۀاین توابع، مجموعة اعداد حقیقی است؛ به عنوان نمونه:
f تابع چندجمله‌ای با درجة صفر است. x k( ) = تابع ثابت

f یــک تابــع چندجملــه‌ای بــا درجــة  x ax b( ) = + تابــع خطــی
یک است.

f نیز تابعـی چندجمله‌ای  x ax bx c( ) = + +2 تابـع درجة دوم
با درجة دو است.

 f x ax bx cx d( ) = + + +3 2 تابـع چندجملـه‌ای بـا ضابطـۀ
یـک تابـع درجـة سـه اسـت. در اینجـا به‌طـور خـاص تابـع ( )a ≠0

f را بررسی می‌کنیم؛ x x( ) = 3
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f را رسم کنید. x x( ) = 3 به کمک نقطه‌یابی نمودار تابع

 f x( ) x= 3 x

 −8 −2
 −1 −1

 − 1
8

 − 1
2

 0 0

 1
8

 1
2

 1 1
 8 2

y )الف x= −( )1 3 نمودار توابع زیر را رسم کنید. �

y را یک واحد  x= 3 بـرای رسـم این تابع کافی اسـت نمـودار تابـع
بـه سـمت راسـت انتقـال دهیـم. بـرای رسـم دقیق‌تـر می‌تـوان از 

نقطه‌یابی کمک گرفت. 

 y = −(x )1 3 x

 −1 0
 0 1
 1 2
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فصل اول

ـع
ابـ
ت

y )ب x= − +3 1 )تمرین کتاب درسی(�

 f x( ) ، کافی اسـت نمودار تابع −f x( ) یـادآوری: برای رسـم نمودار
 ، x هـا قرینه کنیم؛ یعنـی در واقع بـه ازای هر x را نسـبت بـه محور

ها قرینه می‌شود.  y مقادیر
x3− را رسـم می‌کنیم؛  بـرای رسـم این تابع در مرحلـة اول، نمودار

سپس نمودار رسم‌‌شده را 1 واحد به سمت بالا انتقال می‌دهیم:

  
y )پ x x x= − + +3 23 3 2 = − +( )x 1 33 �

) را رسـم می‌کنیم؛ سـپس آن را )x −1 3 در مرحل ۀاول نمودار تابع
3 واحد به سمت بالا انتقال می‌دهیم:
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g را در یـک  x x( ) = 2 f و x x( ) = 3 نمـودار دو تابـع
دستگاه مختصات رسم کنید.

با نقطه‌یابی، نمودار دو تابع را در یک دستگاه رسم می‌کنیم:

g x( )f x( )x

1−1−1
1
4

− 1
8

− 1
2

000
1
4

1
8

1
2

111

) زیر  , )0 1 f فقـط در فاصلـة x x( ) = 3 نمـودار تابـع

g قرار دارد. x x( ) = 2 نمودار
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فصل اول

ـع
ابـ
ت

وعدة 2
توابع صعودی و نزولی

 x تابع اکیداً صعودی: اگر با افزایش مقدار
y نیز افزایش یابد،  ، مقدار f در دامن ۀتابع

این تابع را اکیداً صعودی می‌نامیم.
x x D x xf1 2 1 2, ,∈ < �
⇒ <f x f x( ) ( )1 2 �

تابـع اکیـداً نزولـی: اگـر بـا افزایـش مقدار 
y کاهش  ، مقـدار  f x در دامنـ ۀتابـع 

یابد، این تابع را اکیداً نزولی می‌نامیم. 
x x D x xf1 2 1 2, ,∈ < �
⇒ >f x f x( ) ( )1 2 �

x در  افزایش مقدار با  اگر  تابع صعودی: 
y افزایش یابد یا ثابت  ، مقدار  f دامن ۀتابع 

بماند، این تابع را صعودی می‌نامیم.
 x x D x xf1 2 1 2, ,∈ < �
⇒ ≤f x f x( ) ( )1 2 �

x در  تابـع نزولـی: اگـر بـا افزایش مقـدار
y کاهـش یابد یا  ، مقـدار f دامنـ ۀتابـع 

ثابت بماند، این تابع را نزولی می‌نامیم.
x x D x xf1 2 1 2, ,∈ < �
⇒ ≥f x f x( ) ( )1 2 �
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بـرای نشـان دادن یـک زاویه روی دایرة مثلثاتـی، همواره یک ضلع  ‏6
ها، ثابت در نظر می‌گیریم. x زاویه را روی قسمت مثبت محور

α داریم: برای هر زاویة دلخواه ‏7

1 sin cos

sin cos

cos sin

sin

cos

2 2

2 2

2 2
1

1

1
1 1
1 1

α α

α α

α α
α
α

+ = ⇒

= −

= −
− ≤ ≤
− ≤ ≤













�

2 tan
sin
cos

α α
α

=   (cos )α ≠0 �

3 cot
cos
sin

α α
α

=   (sin )α ≠0 �

 4 tan cot
tan

cot
(cos )

cot
tan

(sin )
α α

α
α

α

α
α

α
⋅ = ⇒

= ≠

= ≠










1

1 0

1 0
�

5 1 12
2+ =tan

cos
α

α
  (cos )α ≠0 �

6 1 12
2+ =cot

sin
α

α
  (sin )α ≠0 �
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فصل دوم
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نسبت‌های مثلثاتی زوایای مهم بر حسب درجه و رادیان

cotθtanθcosθsinθ
نسبت

زاویه

رادیان010ت ن 0 یا  0°

33
3

3
2

1
2

رادیان π
6

°30یا

112
2

2
2

رادیان
π
4

یا 45°

3
3

31
2

3
2

 رادیان
π
3

°60 یا

 رادیان01ت ن0
π
2

°90 یا

π رادیان10−0ت ن یا 180°

 1−0ت ن0
3
2
π

یا 270°
رادیان

2π رادیان010ت ن °360یا
)ت ن یعنی تعریف‌نشده(

R انـدازة همـان زاویـه بـر  D زاویـه‌ای برحسـب درجـه و اگـر
حسـب رادیـان باشـد، بـرای تبدیـل واحدها بـه یکدیگـر از رابطة 

مقابل استفاده می‌کنیم:
 D R
180°

=
·IÄjHn π

�
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وعدة 2
توابع متناوب

بـه  بازه‌هایـی  روی   g x x( ) cos= و  f x( ) sinx= توابـع نمـودار 
2π تکرار می‌شود. به شکل‌های زیر توجه کنید: ‌طول

اگر از نمودارهای بالا، قطعه‌ای به طول2π را به تعداد زیاد کپی کنیم و 
یا کسینوس ساخته  را کنار هم بچینیم، آن‌گاه نمودار سینوس  آن‌ها 
می‌شود. درصورتی که مثلاً اگر قطعه‌ای با طولπ را جدا کرده، آن را کپی 

کنیم و کنار هم بچینیم، نمودار سینوس یا کسینوس به‌وجود نمی‌آید.
] را جدا  , ]0 π sinx در فاصلة به‌طور مثال اگر قطعه‌ای از نمودار تابع
کرده و به تعداد زیاد کپی کنیم، از کنار هم قراردادن این قطعه‌ها نمودار 

f نیست. x x( ) sin= زیر حاصل می‌شود که نمودار تابع
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فصل دوم

ت
لثا
مث

cosx را جدا کرده، کپی کنیم  4π از نمودار تابع اگر قطعه‌ای به طول
f(x) به‌دست می‌آید. cos= x و کنار هم بچینیم، نمودار تابع

بـه این‌گونـه توابـع، توابـع متنـاوب می‌گوییـم و طـول کوچک‌تریـن 
قطعـه‌ از منحنـی را کـه با تکـرار بـازة آن، نمودار کامل می‌شـود، دورة 

T نشان می‌دهیم. تناوب می‌نامیم و آن را با
2π هستند. cosx توابعی متناوب با دورة تناوب sin و x بنابراین توابع

، f x T f x( ) ( )± = توابـــع متنـــاوب در رابطـــة
) کـه در آنT عـدد حقیقـی مثبـت اسـت، صـدق  T) Dx f± ∈
T را که در این رابطـه صدق می‌کند،  می‌کننـد؛ کوچک‌ترین مقـدار

دورة تناوب آن تابع می‌گویند. به عنوان مثال: 
 sin( ) sinx x+ =2π �
 cos( ) cosx x+ =2π �

2π اسـت. بـرای 
| |a

y برابـر ax= cos y و ax= sin دورة تنـاوب

y برابر x= sin2 نمونـه نشـان می‌دهیـم که چـرا دورة تناوب تابـع
 f x T f x T( ) ( ) sin( x ) sin x± = ⇒ ± =2 2 2 π است. �
⇒ = ⇒ =2 2T Tπ π �
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دورة تنـاوب توابـع زیر را به‌دسـت آوریـد و محل تلاقی 
هـا مشـخص کنیـد؛ سـپس نمـودار این  x نمودارهـا را بـا محور

توابع را رسم کنید. 
f )الف x x( ) sin= π   T = =2 2π

π
�

2π± و... برابر صفر   ، ±π sin در نقـاط0، x می‌دانیـم مقـدار تابع
k نشـان می‌دهیم؛  kπ ( )∈� π را با اسـت. این مضـارب صحیح

sinπx برابر صفر شود، باید:  بنابراین برای این‌که مقدار تابع
π πx k x k k= ⇒ = ∈, � �

ها تلاقی دارد. x یعنی همة نقاط صحیح نمودار تابع، با محور
حال برای رسم تابع کافی است با توجه به آنچه در فصل اول نیز گفتیم، 
sin را منقبض کنیم. نمودار تابع را ابتدا در یک دورة تناوب،  x تابع
2 رسم کرده، سپس ادامة نمودار را رسم می‌کنیم.  یعنی از صفر تا
می‌توانیم از نقطه‌یابی نیز کمک بگیریم. به این‌صورت که نقاط مهم تابع
π تقسیم می‌کنیم و نقاط تابع جدید را به‌دست می‌آوریم. sin را بر x

...5
2

23
2

11
2

0x

...10−1010sinπx
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	 	درس 1 اکسترمم‌های تابع

وعدة 1
یکنوایی تابع و ارتباط آن با مشتق

آزمون یکنوایی تابع

f′ موجـود و مثبـت باشـد،  f اگـر مقـدار در یـک بـازه از دامنـۀ
f در آن بازه اکیداً صعودی است. آن‌گاه

f′ موجود و منفی باشـد، آن‌گاه f اگر مقدار در یـک بـازه از دامنة
f در آن بازه اکیداً نزولی است.

f′ موجـود و برابر صفر باشـد،  f اگـر مقدار در یـک بـازه از دامنـة
f در آن بازه تابعی ثابت است. آن‌گاه

در حقیقت برای بررسـی یکنوایی یک تابع مشـتق‌پذیر، از تابع مشـتق 
می‌گیریـم و آن را تعییـن علامـت می‌کنیـم. اگـر علامـت مشـتق در 
بـازه‌ای مثبـت باشـد، تابـع در آن بـازه اکیـداً صعـودی و اگـر علامـت 

مشـتق در بـازه‌ای منفـی باشـد، تابـع در آن بـازه اکیـداً نزولی اسـت.

ــداً  ــی اکی ــه بازه‌های f در چ x x x( ) = −2 63 ــع تاب
صعودی و در چه بازه‌هایی اکیداً نزولی است؟

f′ را به‌دست می‌آوریم و آن را تعیین علامت می‌کنیم. ابتدا ضابطه
′ = −f x x( ) 6 62 �

 ′ = ⇒ = −f x x( ) ,0 1 1 �
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حال جدول تغییرات تابع را تشکیل می‌دهیم:

) اکیداً  , )−1 1 ) اکیداً صعودی، در بـازة , )−∞ −1 f در بـازة تابـع
) اکیداً صعودی است.  , )1 + ∞ نزولی و در بازة

 f( ) , ( )1 4 1 4= − − =f �
بـه کمـک ایـن نقـاط و جـدول تعییـن علامـت می‌خواهیم نمـودار 
تابـع را رسـم کنیم. برای رسـم دقیق‌تـر از نقاط کمکـی دیگری نیز 

می‌تـوان اسـتفاده کرد.

1

f x( )x

−4−2
00
42

همان‌طـور کـه می‌بینید از روی نمـودار تابع نیز می‌توانیم مشـخص 
کنیـم کـه تابع در چـه بازه‌هایـی اکیداً صعـودی و در چـه بازه‌هایی 

اکیداً نزولی اسـت.
g در چـه بازه‌هایی اکیـداً صعودی  x

x
( ) =

+
1
12 تابـع

)تمرین کتاب درسی( و در چه بازه‌هایی اکیداً نزولی است؟�
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 ′ = × + − ×
+

= −
+

g x
x x

x

x
( )

( )

( ) (x )

0 1 2 1
1

2
1

2

2 2 2 2 �

 ′ = ⇒ − = ⇒ =g x x(x) 0 2 0 0 �
مخرج کسر نیز همواره مثبت است؛ بنابراین:

 ( , )0 + ∞ ) اکیـداً صعـودی و در بـازة , )−∞ 0 ایـن تابـع در بـازة
اکیـداً نزولی اسـت.

f را  x x( ) = 3 با رسـم جدول تغییـرات، یکنوایـی تابع
بررسی کنید.

 ′ =f (x) x3 2 �

 ′ = ⇒ = ⇒ =f x x x( ) 0 3 0 02 �

f اکیداً  x x( ) = 3 بنابـر آنچـه در فصل‌هـای قبـل آموختیـم، تابـع
′ شـده  =f x( ) 0 ، x صعـودی اسـت. در جـدول بـالا در نقطـة0=
اسـت کـه عـددی مثبت نیسـت و بـا آزمـون یکنوایـی تابـع تطابق 
′ اسـت و تابـع >f 0  ،� نـدارد، یعنـی نمی‌توانیـم بگوییـم روی
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اکیـداً صعـودی اسـت؛ پـس چـه اتفاقـی افتـاده اسـت؟ در حقیقت 
 x چـون در همـة نقـاط، مشـتق مثبـت بـوده و فقـط در نقطة0=

مشتق صفر است، اکیداً یکنوا بودن تابع حفظ می‌شود. 

f روی بـازه‌ای بزرگ‌تـر یا مسـاوی  اگـر مشـتق تابـع
صفـر باشـد و تعـداد نقاطـی کـه مشـتق در آن‌هـا صفـر می‌شـود 
f در آن بازه اکیداً صعودی اسـت؛ همچنین اگر  متناهی باشـد، تابع
f روی بازه‌ای کوچک‌تر یا مسـاوی صفر باشـد و تعداد  مشـتق تابـع
f در  نقاطـی کـه مشـتق در آن‌ها صفر می‌شـود متناهی باشـد، تابع

آن بازه اکیداً نزولی است.

 اکیداً نزولی است؟ f روی x x x x( )= − + −3 2 2 آیا تابع
f′ را به‌دست آورده و آن را تعیین علامت می‌کنیم.  ضابطة

 ′ = − + −f x x x( ) 3 2 22 �
   ∆ = − − − = − < = − <4 4 3 2 20 0 3 0( )( ) , a �

′ همواره  = − + −f x x x( ) 3 2 22 ، عبارت a ∆ و0> چـون 0>
منفی اسـت، یعنی مشـتق همواره منفی اسـت. در نتیجـه تابع روی

� اکیداً نزولی است.

وعدة 2
اکسترمم‌های نسبی تابع

c ماکزیمم نسبی دارد، هرگاه  f در نقطه‌ای به‌ طول تابع
x داشته باشیم I∈ I باشد که برای هر c مانند یک همسایگی از
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 f تابع f مقدار ماکزیمم نسبی  c( . در این حالت( f c( ) f (x)≥
c از عرض نقاط اطرافش  نامیده می‌شود. در واقع اگر عرض نقطة

x ماکزیمم نسبی دارد. c= بزرگ‌تر یا مساوی باشد، تابع در
c مینیمم نسـبی دارد، هـرگاه یک  f در نقطـه‌ای بـه طـول تابـع
x داشـته باشـیم I∈ I باشـد کـه برای هر c ماننـد همسـایگی از
 f f را مقدار مینیمم نسـبی تابع c( . در این حالت( f c f x( ) ( )≤
c از عـرض نقـاط اطرافـش  می‌نامیـم. در واقـع اگـر عـرض نقطـة
x مینیمم نسـبی دارد. در  c= کوچک‌تر یا مسـاوی باشـد، تابع در
f را رسـم کردیـم. این  x x x( ) = −2 63 وعـدة یـک، نمـودار تابـع
x ماکزیمم نسـبی دارد و در نقطة = A به‌ طول1− تابـع در نقطـة
x مینیمم نسـبی دارد. مقدار ماکزیمم نسـبی برابر B به ‌طول1=

f است. ( )1 4= − f و مقدار مینیمم نسبی برابر ( )− =1 4

نقـاط ماکزیمـم و مینیمم یـک تابع را نقاط اکسـترمم آن 
B اکسـترمم‌های  A و تابـع می‌گوییـم. در مثـال اول وعدة 1، نقاط

نسبی تابع هستند.

نقـاط مشخص‌شـده در هـر یـک از نمودارهـای زیـر، نقـاط ماکزیمـم 
هستند: نسـبی 
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نقـاط مشخص‌شـده در هر یـک از نمودارهای زیر، نقاط مینیمم نسـبی 
هستند:

در نمودارهـای زیر، تابع در نقطة مشخص‌شـده، نه مینیمم نسـبی دارد 
و نه ماکزیمم نسـبی.

نقاط ابتدا و انتهای بازه، نقاط اکسترمم نسبی نیستند. 

 [ , ]−3 6 f را بـا دامنۀ x( ) ||x | |= − −1 3 نمـودار تابع
رسم کرده و نقاط اکسترمم نسبی تابع را مشخص کنید.

به سمت  واحد  را رسم کرده، سپس یک   | |x نمودار ابتدا 
راست و سه واحد به سمت پایین انتقال می‌دهیم و در نهایت قسمتی 
ها قرینه  x ها قرار دارد، نسبت به محور x از نمودار را که زیر محور

] به‌صورت زیر است: , ]−3 6 f در بازة می‌کنیم؛ بنابراین نمودار

C نقطـ ۀماکزیمـم  D نقـاط مینیمـم نسـبی‌ و نقطـۀ B و نقـاط
E اکسترمم نسبی نیستند. A و نسبی است؛ نقاط
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امتحان نهایی 98 	
در جاهای خالی گزینة مناسب داخل پرانتز را انتخاب کنید..11

y در دامنة تعریف خود .................... )صعودی، نزولی( است. = +(x )1 الف(تابع 3
ب( هرچه خروج از مرکز بیضی .................... )کوچک‌تر، بزرگ‌تر( شود شکل 

بیضی به دایره نزدیک‌تر خواهد شد.
.................... )مستقل،  با هم رخ ندهند، دو پیشامد  پ( دو پیشامدی که 

ناسازگار( هستند.
درستی یا نادرستی جملات زیر را مشخص کنید..22

g وارون  x(x) = − −7
2 3 f و x(x) = − +2 6

7 الـــف( دو تابـــع
یکدیگرنـــد. )درســـت، نادرســـت(

2π است. )درست، نادرست( y برابر x= tan ب( دورة تناوب تابع

g را در نظر بگیرید. دامنة .33
x

(x) =
−
1
12 f و x(x) = − 4 دو تابع

gof را با استفاده از تعریف به‌دست آورید. تابع

y را رسم کنید..44 f= 1
2 4( x) ، نمودار y f= (x)با استفاده از نمودار تابع

55. y = − −1 2 3sin( x)π الــف( مقادیــر ماکزیمــم و مینیمــم تابــع
ــد. ــت آوری را به‌دس
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پاسخ‌نامه 	
الف( صعودی ب( کوچک‌تر پ( ناسازگار.11
الف( درست ب( نادرست.22
33. D x xgof f g= ∈ ∈ = ≥ − ≠ ±{x D | f(x) D } { | }4 4 1 �

= + ∞[ , ) ( , )4 5 5∪ �

y به‌دست .44 f x= 1
2
( ) 1 ضرب می‌کنیم تا

2
ابتدا عرض نقاط را در

1 ضرب 
4

آید، سپس طول نقاط را در

 y f x= 1
2

4( ) می‌کنیم و نمودار تابع
را رسم می‌کنیم.

max )الف.55 | | , min | |= − + = = − − + = −2 1 3 2 1 1 �

1 )ب 2 1 1 2 1 02 2− − + = ⇒ + − =sin sin sin sinα α α α �

⇒
= −

=







sin

sin

α

α

1
1
2

�

 ⇒
= −

= + = + −










∈
α π π

α π π α π π

2
2

2
6

2 1
6

k

k
k

, ( k )
; � �

lim )الف.66 [ ]
sinx

x
x→ −−

= − = +∞
0

1
0

الف(�
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تابع

، برابر است با: f x P x
Q x

( )
( )
( )

= دامنة توابع گویا به شکل ‏1

 Df = − =� {x | Q(x) }0 �
دامنة هر تابع رادیکالی با فرجة زوج برابر است با: ‏2

 y f x Dy= ⇒ = ∈ ≥( ) {x | f(x) }� 0 �
دامنة توابع رادیکالی با فرجة فرد همان دامنة تابع زیر رادیکال است.

: g f و تساوی دو تابع ‏3
g با هم برابر باشد. f و  دامنة

f باشد. x g x( ) ( )= x از این دامنة یکسان،  برای هر
اعمال روی توابع: ‏4

Dg دو تابع باشند، آن‌گاه: g با دامنة Df و f با دامنة اگر
 (f g)(x) f(x) g(x) , D D± = ± =±Df g f g∩ �
 (f g)(x) f(x) g(x) ,⋅ = ⋅ =D D Dfg f g∩ �

 ( )(x) ( )
( )

, {x | g(x) }
f
g

f x
g x

D D Df
g

f g= = − =∩ 0 �

y همـان دامنة  Kf x= ( ) K عـددی مثبت باشـد، دامنة تابع اگـر ‏5
y است. f x= ( تابع(

ترکیب توابع: ‏6
 fog x f g x( ) ( ( ))=       Dfog g f= ∈ ∈{x D | g(x) D } �

) دارد، هرگاه یک‌به‌یک باشد: )f −1 ، وارون f تابع وارون: تابع ‏7

 
f a b f b a

D R R Df f f f

( ) ( )

,

= ⇔ =
= =







−

− −

1

1 1
�
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توابع صعودی و نزولی ‏8
x x D x x f x f xf1 2 1 2 1 2, , ( ) ( )∈ < ⇒ ≤ f صعودی:�  
x x D x x f x f xf1 2 1 2 1 2, , ( ) ( )∈ < ⇒ ≥ f نزولی:�  

مثلثات
رابطة تبدیل رادیان و درجه: ‏1

 
¾]nj ¾M ¾Ä»Hp ·IÄjHn ¾M ¾Ä»Hp← →

°
=D R

180 π
�

θ )رادیان(  ) روبه‌رو به زاویـة )� ، طول کمـان r در دایـره‌ای به شـعاع ‏2

 � = ×r θ برابر است با:�
اتحادهای مثلثاتی: ‏3

sin cos2 2 1α α+ = � tan
cot

sin
cos

α
α

α
α

= =1 	

1 12
2+ =tan

cos
α

α
� 1 12

2+ =cot
sin

α
α

	

sin sin cos2 2α α α= � cos cos sin2 2 2α α α= − 	

tan
tan

tan
2 2

1 2α α
α

=
−

�

دورة تناوب: ‏4

2π است.
| |a

y برابر ax= cos y و ax= sin دورة تناوب

و  y a bx c d= + +sin( ) فــرم بــه  توابعــی  تنــاوب  دورة 
d اعــداد حقیقی  c و ، b ، a y کــه در آن‌هــا a bx c d= + +cos( )

2π است.
| |b

a برابر با b, و0≠
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