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  1فصل

          نسبت مثلثاتي سينوس -1- 1
ABCي در مثلث قائم الزاويه

Δ
 ˆ( )A =   :شود گونه تعريف مي ي حاده اين سينوس اين زاويه. گيريمرا در نظر مي αي ي حاده زاويه، 90

c
a

= 
  αي يهزاوضلع مقابل به  ي اندازه

sin( )α =  

 

 وترياندازه

 يانـدازه بـر   αيبـه زاويـه  ضلع مقابل ي اندازهتر است، همواره حاصل تقسيم  جا كه در مثلث قائم الزاويه، طول وتر از ساير اضلاع بزرگاز آن
10900          :خواهد بودتر از يك  ددي كوچكوتر ع <<⇒<< αα sin  

 
900اگر << α 5و

3−
=

mαsin ،باشدm تواند داشته باشد؟ چند مقدار صحيح مي  
 

   )حل
α 10  :  اي حاده است زاويه << αsin  

530 ) 3 اطرفين بمع ج( <−<⇒ m ) 15 )5طرفين در ضرب
30 <

−
<⇒

m  
7654 ,,,=⇒ m )83) مشخص كردن اعداد صحيح <<⇒ m  

  .وجود داردصحيح  مقدار 4بنابراين 
  

 

ي  قـائم الزاويـه   هـاي  يعنـي در مثلـث  .اسـت نيز عددي مشـخص  sinαتوان گفتميαيي مشخص و حاده در مورد زاويه
  . است ثابتوتر، عددي ي  اندازهبه  αضلع مقابلِ ي اندازهدارند، نسبت  αي ي حاده متفاوت كه يك زاويه

  :توجه كنيد زيربه شكل 
    

 
Aو ABCهـاي  توان گفت كه در مثلـث  ي تالس مي طبق قضيه B C′ ′ 

Aو B C′′ ضلع ي اندازهباشند و حاصل نسبت  اضلاع باهم متناسب مي ′′
  .استوتر در هر سه مثلث باهم برابر  ياندازهبر  αمقابلِ

 
  شبيه سازي

  101 :كد

sin AB A B A B
BC B C B C

α
′ ′ ′′ ′′

= = =
′ ′′

  

a
c

b
α

AC

B

α
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 نسبت مثلثاتي سينوس

  .حساب كنيد ها آندر را  30sinمقداري زير را رسم كرده و  هاي قائم الزاويه هر يك از مثلث
 

 
BCو Ĉ=30و  Â=90) الف cm= 4  
cmBCو  Ĉ=30و  Â=90) ب 3=   

   )الف لح

 به كمك پرگار BCمشخص كردن ضلع2  به كمك نقاله Ĉ=30ي رسم زاويه1

 30

   
  كش به كمك خط ABگيري ضلع اندازه4  به كمك گونيا Bرسم عمود از3

 

  

  
30sin  :sinي  محاسبه5 AB

BC
= =

230 4   

 
 )حل ب

  :شود گونه رسم مي اين ABCاگر قسمت الف را تكرار كنيم، مثلث

2
1

3
5130 ===

/sin
BC
AB 

 

    

  

 30
 cm2cm4

C

B

A

C

B

A

B

C

cm3
/ cm1 5

30
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  1فصل

 

ــه ــا  αي هرچــه زاوي ــر گــردد،   90از صــفر ت درجــه بزرگت
طــور كــه در  همــان. شــود تــر مــي نيــز بــزرگ sinαمقــدار
ــره ــ ي داي ــخص  هروب ــدهرو مش ــث ش ــامي مثل ــاي  ، در تم ه
ــائم  ــ    ق ــاد ش ــا زي ــان اســت و ب ــر يكس ــول وت ــه، ط دن الزاوي
شـود و در   تـر مـي   ضـلع مقابـل بـزرگ   ي  اندازه، αي زاويه

  .شود بيشتر مي sinαنتيجه مقدار
  

  

  

  شبيه سازي 
102: كد  

  

  .را به روش هندسي به دست آورده و با هم مقايسه كنيد  45و 60، 30سينوس زواياي
  

  )حل

1
   

  .است نصف وتر 30ي روي زاويه هالزاويه، ضلع روب در مثلث قائم2  30ي اي با زاويه رسم مثلث قائم الزاويه

   
 :آوريمدست ميهبxرا برحسبACي فيثاغورث طول ضلعبه كمك رابطه

xACxACACxxACxx 3342 22222222 =⇒=⇒+=⇒+= )()()()(  
 

3  
  60sinو 30sinي محاسبه

2
3

2
360 ==
x
xsin   2    و

1
230 ==

x
xsin 

  
  
  
  
  
  
  
  

  

A

B

C 30

60
x

x2

x3

A

B

C 30

60
x

x2

A

B

C 30

60
x

AO

B
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 نسبت مثلثاتي سينوس

1 
 2  45ي رسم مثلث قائم الزاويه با زاويه

  :يابيم مي xي فيثاغورث طول وتر را برحسب به كمك رابطه
 

xBCxBC

xxBC

22 22

222

=⇒=⇒

+=

)(

)( 

3 
  45sinي محاسبه

  

sin sinx
x

= = × ⇒ =
1 2 245 45 22 2 2

  

6045302       :  به اين ترتيب خواهد بود 60sinو 30sin،45sinي پس مقايسه
3

2
2

2
1 sinsinsin <<⇒<<  

  

 
  
  
  

  )حل

  

 ،اسـت  رسـم شـده   1ه شعاع كه برو  هي روب دايره
  . استي مثلثاتي  معروف به دايره

  خط است؟ طول كدام پاره برابر با θsinمقدار
)θ استي دلخواه  زاويه(.  

  
  

  

 

ي در مثلث قائم الزاويه .كنيم عمود رسم مي OBو OAخط به دو پاره Mياز نقطه
Δ

OMCمقدار ،θsin كنيم را حساب مي:  

OS=⇒ θsin 
⎪
⎭

⎪
⎬

⎫
  

MCMC
OM
MC

=== 1θsin  

  .برابر است OSطول با MCطول،OSMCدر مستطيل
  

  
  

بيشـتر   sinθيعنـي  OS، طـول θي ي مثلثـاتي مشـخص اسـت بـا افـزايش زاويـه       طور كه در دايره همان
نزديك شود، سينوس آن  90به صفر نزديك شود، سينوس آن به صفر و اگر به θاگر همچنين .شود مي

sin :    پس داريم .شود به عدد يك نزديك مي , sin= =90 1 0 0 .  
 

  شبيه سازي 
  103 :كد

x2

A′

B ′

C ′

45

x

45
x

A′

B ′

C ′

45

x

45
x
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متـر اسـت، بادبـادكي بـه هـوا       سـانتي  40متـر و   1شخصي كه داراي قـد  
ي  زاويـه  است، كرده  رهارا نخ  از  متر 40اي كه در لحظه. فرستاده است

ارتفـاع بادبـادك از سـطح     .باشـد  مي 23بين راستاي نخ و سطح زمين
  زمين چقدر است؟ 

39023و ردفرض كنيد نخ در امتداد مستقيم قرار دا( /sin   ).است=

 

 23

 
 

  

     )حل
اع ي ارتف رو مشخص است براي محاسبه هطور كه در شكل روب همان

 را محاسبه و سپس آن را با ABضلعي اندازه ابتدا دايبادبادك از زمين ب
  : جمع كنيم AEياندازه

mABAB 61540390 // )جاگذاري(⇒=⇒=
BC
AB

=23sin 

mBEAEABBE 1741615 =+=⇒+=⇒ // 

 
  

sinSي باشد، از رابطه مي θها  آني بين  كه زاويه bو aعمساحت يك مثلث دلخواه با دو ضل ab θ=
1
  . آيد به دست مي 2

  :اثبات 

sin sinh h a
a

θ θ= ⇒ =   

sinS b a θ⇒ = ×
1
S )جاگذاري( 2 b h= ×

1
2 

⇒ θsinabS 2
1

=  

   
  

 

  

 150ي بين اين دو ضلع و زاويه  8و  5دو ضلع مجاور آن  ي كه اندازه را مساحت متوازي الاضلاعي
  .دست آوريد باشد، به مي

 
  

  )حل
  :پس داريم .است Bي زاويهمكمل  Aي در شكل مقابل زاويه

102
1582

1302
1

=×××== sin. ADABSABD 
  .باشد مي  20مساحت متوازي الاضلاع دو برابر مساحت مثلث و برابر پس 

 
  
  
  
  
  
  
  

B

AC

D E

23

/ m1 4

m40

A

B

C
θ

a

b

h

B

A D

C
150

30
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سينوسكنسبت مثلثاتي   

  نسبت مثلثاتي كسينوس  -2- 1
ABCي در مثلث قائم الزاويه

Δ
 )Â =   :شود گونه تعريف مي اين αي ي حاده ، كسينوس زاويه)90

b
a

= 
  αي ضلع مجاور به زاويهي  اندازه

cosα  وترياندازه  =

  :استوتر عددي كوچكتر از يك  ياندازه برαيزوايهضلع مجاور ي اندازهجا كه طول وتر از ساير اضلاع بزرگتر است، حاصل تقسيم  از آن

10900 <<⇒<< αα cos  
  

 
  .بستگي دارد αكه فقط به است ثابتعددي  cosαتوان گفت مي αي ادهي مشخص و ح در مورد زاويه

  

 
  :هم مقايسه كنيد را محاسبه كرده و با 60cosو 30cos،45cosبه كمك دو شكل زير،

 
 

45

x
x2

x

45

 

 

 30

60

  x3

  x2
x

 
   )حل

 2
3

2
3

==
x
x1  ضلع مجاور ياندازه

=30cos

       

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪⎪
⎪

⎨

⎧

Δ
:ABC 

  وتر ياندازه

2
1

2 ==
x
xضلع مجاور ياندازه  

1=cos60   وتر ياندازه

: cos xA B C
x

Δ
′ ′ ′ = = × =

1 2 245 22 2 2  

  :به اين ترتيب خواهد بود 60cosو 30cos ،cos45ي پس مقايسه

604530 coscoscos >>  
  

a
c

b
α

AC

B

α
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  )حل

  

  . رسم شده است 1ي روبرو به شعاع  دايره
  خط است؟ برابر با طول كدام پاره θcosمقدار) الف
چگونه  θcosمقدار ،90از صفر تا θبا افزايش) ب

  كند؟ تغيير مي

 

OCOC
OM
OCOMC =⇒==

Δ
θθ coscos: 1  

يك است و تقريباً در حدود صفر است، كسينوس آن  θوقتي. يابد كاهش مي OCخط ، طول پارهθدر شكل مشخص است كه با افزايش
  .استصفر  تقريباًرسد، كسينوس آن كاهش يافته و  مي 90به θهنگامي كه

  

 

  

، 90از صفر تا θي با افزايش زاويه
 ل مقابلبه شكسينوس و كسينوس آن 

  :كنند تغيير مي

90  89  . . .  1  0  θ  

  شبيه سازي 
  104 :كد

1  0 sinθ 
 

0  1 cosθ
 

  

 
  
  
  
  

  )حل

  

و سـپس   Bينقطـه  بـه  Aي متحركي از نقطه
ــه ــه ب ــر مكــان Cينقط ــن . داده اســت تغيي اي

متحرك در راستاي افقي چند كيلومتر جابجـا  
  شده است؟

)kmBC kmABو=34 210=(  
 45

60

 

 

  

 :استDCوAEدست آوردن طوله هدف در اين مسأله ب

AABAE)جاگذاري(
AB
AEA coscos =⇒= 

    kmAE 102
221045210 =×=×=⇒ cos 

CBCDC)جاگذاري(
BC
DCC coscos =⇒= 

      kmDC 62
3343034 =×=×=⇒ cos 

km16610جواب نهايي   .باشد مي +=

 

 34
 30

  45

60

  210

  45
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 تانژانت و كتانژانتمثلثاتي  هاينسبت

  هاي مثلثاتي تانژانت و كتانژانت نسبت -3- 1
ABCيهالزاويدر مثلث قائم

Δ
 )Â =   :دشو گونه تعريف مي اين  تانژانت و كتانژانت اين زاويه. گيريمرا در نظر مي αي ي حاده ، زاويه)90

c
b

=

  ضلع مقابل ي اندازه
1=αtan  

  ضلع مجاور ي اندازه

b
c

=

  ضلع مجاور ي اندازه
1=αcot  

 ضلع مقابلياندازه

:كنند حسب تانژانت بيان مي شود و كتانژانت را بر استفاده مي tanαند، بيشتر ازباش ، عكس يكديگر ميαي تانژانت و كتانژانت زاويه چون

            
α

α
tan

cot 1
=  

 
   .را محاسبه كنيد 41tanبه طور تقريبي -الف

 
3اي را مشخص كنيد كه تانژانت آن ي حاده زاويه -ب 

  .باشد 2
   )حل الف

1 
 2  به كمك نقاله 41  رسم زاويه

  Mي دلخواه رسم عمود از نقطه

 41

 

 

 41
  

3 
   گيري ضلع مقابل و مجاور اندازه

  
82 به طور تقريبي  /=MN 23و /=PNاند گيري شده اندازه. 

  : پس داريم 

PN
MN

=41tan 
/tan /
/

⇒
2 841 0 93 2 

 

M

P N41

a
c

b
α

AC

B

α
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  )حل ب

2  3و  2هاي  مشخص كردن اضلاع آن به طول  1  ي قائمه رسم يك زاويه

3
2

=αtan 

   

  
  

  
633ر تقريبياب به طووج. كنيم گيري مي را به كمك نقاله اندازه αزاويه   .باشد مي /

  

 
  .دست آورده و با هم مقايسه كنيده را از طريق هندسي ب 60و 30،45تانژانت و كتانژانت زواياي

 
  )حل

  :گيريم ي زير كمك مي از دو مثلث قائم الزاويه

 45

x
  x2

x

 45

 

 30

60

  x3

  x2
x

  
   

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

==

==

11
145

145

cot

tan
x
x

  
⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

==

==

3
3

3
160

3360

cot

tan
x

x

 

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪⎪
⎪

⎨

⎧

===

=×==

3

3
1
1

30
130

3
3

3
3

3
1

3
30

tan
cot

tan
x

x

 

  :گونه خواهد شد ها اين ي بين اين نسبت پس مقايسه

604530
604530

cotcotcot

tantantan

>>

<<  
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 تانژانت و كتانژانتمثلثاتي  هاينسبت

 

  

فقـط بايـد دقـت     .را محاسـبه كـرد  تانژانـت   وكسـينوس   ،سـينوس  هاي مثلثاتي توان نسبت ها، مي به كمك اغلب ماشين حساب
بـراي   .شـود  نيز براي تعيين زاويه استفاده ميواحدهاي ديگري  زيرا. گيردتدا ماشين حساب در وضعيت درجه قرار كه اب داشت
  :داريم نمونه

 
sin / , sin / , sin /=30 0 5 43 0 68 88 0 99 
cos / , cos / , cos /=30 0 86 43 0 73 88 0 03 
tan / , tan / , tan /30 0 57 43 0 93 88 28   شبيه سازي  63

  105 :كد
 

 
  )مثلثاتي دايره. (رسم شده است 1ي روبرو به شعاع  دايره

 

 

 

 خط است؟برابر با طول كدام پارهθtanمقدار) الف
  كند؟ چگونه تغيير مي θtan،90از صفر تا θبا افزايش) ب
  نظري داريد؟چه  90tanو 0tanدر مورد) ج

   )الف حل

AEAE
OA
AEOAE =⇒==

Δ
θθ tantan: 1  

  )حل ب
  .يابد افزايش مي AEطول ،90از صفر تا θدر شكل مشخص است كه با افزايش

  )حل ج
00صفر است، يعني AEخط است، طول پاره θ=0ابتدا كه =tan درجه  90شود و به طور كه زاويه بزرگتر مي و همين
كنـد و بـه    را قطـع نمـي   AE، خـط OM، امتـداد 90ي اما دقيقاً در زاويه .كند افزايش پيدا مي θtanشود، مي تر نزديك
  .باشد تعريف نشده مي 90tanدليل همين

  
  

  شبيه سازي 
  106: كد

  : توجه
. دهنـد  نشـان مـي   ∞خواننـد و باعلامـت   نهايت نيز مـي را بي tan90، است، عدد بزرگي است 90نزديك θوقتي tanθجا كه مقداراز آن

  :توجه كنيد
tan)تعريف نشده ( / , tan / , tan / / , tan = ∞80 5 7 87 19 1 89 8 286 5 90  
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الزامـي   90و 0،30،45،60 هاي مثلثـاتي  مقادير نسبتيادگيري 
كنـيم جـدول مثلثـاتي روبـرو را بـه طـور دقيـق يـاد          پيشنهاد مـي . است

  .بگيريد
  :كند دومطلب زير به يادگيري اين جدول كمك مي

ــادگيري دو رديــف -1 ــوان مــي. كــافي اســت تانژانــت وســينوس  ي  ت
  .را از روي اين دو به دست آورد كتانژانت و كسينوس

  .باشند هر دو در حال افزايش مي تانژانت و سينوس يرمقاد - 2
  
 

sin

cos

tan

cot

α

α

α

α

α

1 1
2 0

0 30 45 60 90

0 3

3
2

3
3
3

0 1

3
2

3

3 01

2

1

2

1

2

2
2

 

 
  

 

 .حاصل عبارات زير را به دست آوريد

6021
4522

cos
tan)

+
 

 
6030302601 tantansinsin) +−  

  )حل
  :بدون استفاده از جدول جاگذاري كنيمتوانيم  مي

2
3112

333
3

2
122

31 =+−=×+×− )()()  

12
2

11
2

2
121

122 ==
+

=
×+

×

)(
)  

 
  ऒوارزਗیاরو ࣻࡁࡶ೺ख़ ජمد ଀ن ड़وਉی 

هاي متعدد در رياضيات و خوارزم و مؤلف كتابدر ميلادي  780متولدخوارزمي  
شهرت علمي خوارزمي مربوط به كارهايي اسـت كـه در رياضـيات    . نجوم است

هـاي ايـن دانشـمند    بـه موجـب تـلاش    .ي جبر انجام داده اسـت مخصوصاً در رشته
. ي نام وي است به زبان رياضي افـزوده شـد  كه لاتين شده اصطلاح الگوريتم

اين . دستگاه شمارشي هندي را توضيح داده است» الهندحساب«او در كتاب 
كتاب يكي از آثاري بود كه آشنايي اروپـاي غربـي را بـا دسـتگاه مكـاني      

كتــاب ديگــري از خــوارزمي كــه مغــرب زمــين از طريــق . اعشــاري موجــب شــد
حساب الجبر و «آن آشنا شد و متن عربي آن موجود است، كتاب  ي لاتين باترجمه

 . النهار شدگيري يك درجه از قوس نصفاو موفق به اندازه. باشدمي» المقابله
بـراي   خدمت شايان ديگر خوارزمي به جهان علم اين است كه وي حساب هندي را در دنياي متمدن انتشـار داد و اروپائيـان را بـا اسـتعمال صـفر     

هاي علـوم و مخصوصـاً نجـوم هـم كارهـاي      خوارزمي در ساير رشته. ي خالي آشنا ساختبراي نشان دادن مرتبه.ي خالي آشنا ساختمرتبه نشان دادن
  .ميلادي درگذشت 848خوارزمي در حدود سال . هاي جغرافيايي بطلميوس را اصلاح كردو نقشه جالب و سودمندي انجام داد

  

 تعريف
 نشده

 تعريف
 نشده
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 بين شيب خط و تانژانت يرابطه

  ي بين شيب خط و تانژانت رابطه -4- 1
yخط روبرو به معادله mx b= شـيب ايـن خـطm.را در نظر بگيريـد+

جـايي در   هجابي  اندازهبه ي نسبت ميزان افزايش ارتفاع  كه نشان دهنده است
  :استراستاي افقي 

ABm
AC

= 

 
  :توان گفت پس مي. باشد مي tanα، اين نسبت همانABCلثاز طرفي در مث

)α باشد مي ها جهت مثبت محور طولي خط با  زاويه.( 
AC
ABm == αtan  

  

 

  

 4dتـا  1dدر شكل مقابل شيب هر يك از خطـوط 
  .يدرا تعيين كن

1d

  4d   3d   2d

 30

45

 30

 

 
 

  )حل
 14545 1 ==⇒= tan: mα 1ي زاويهd  جهت مثبت محور طول هابا  

3
33030 2 ==⇒= tan: mα 2ي زاويهd  جهت مثبت محور طول هابا  

360603030 3 ==⇒=+= tan: mα 3ي زاويهd با جهت مثبت محور طول ها  
=⇒==∞)ريف نشدهتع(  9090 4 tan: mα 4ي زاويهd با جهت مثبت محور طول ها  

  

 
  
  

  

),(خط روبرو از نقطه aA   . گذرد مي 6
  . را به دست آوريد aمقدار

 )3
453 =tan 4و

337 =tan( 

  3−

 37

 

 



  هاي مثلثاتي در مثلث قائم الزاويه سبتن
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  1فصل

  )حل
),(ي  اين خط از نقطه   و يـم ست شيب خط را به دسـت آور ا گذرد، كافي مي −03

  :ي خط را مشخص كنيم معادله

53903790 =⇒=+⇒=+ NNNM ˆˆˆˆ 

3
453 === tantan Nm 

  :خط يمعادله

43
433

4000 +=⇒+=−⇒−=− xyxyxxmyy )()( 

 

 37

 37

  3−
 

   :دست آيده ب aتا عرض آن يعني كنيم ميري خط جاگذا يرا در معادله Aي طول نقطه

    121248463
4

=⇒=+=⇒+×= ayy )(  

 
  
  
  
  

)tanي حتي در مواردي كه شيب خط منفي باشد نيز رابطه )m α=   
 ها طولمحور جهت مثبت ي خط با  در اين صورت زاويه. استصحيح 

)α( در فصل بعدي خواهيم ديـد كـه تانژانـت زاويـه      .باشد مي منفرجه
  . استمنفرجه عددي منفي 

  :هاي زير توجه كنيد به نمونه

 

0<
+=

m
bmxy

 
 

135

 
145135 −=−== tantanm  

 45

 
145 == tanm  

 

 
  شبيه سازي

107: كد  

120

 
360120 −=−== tantanm  

 60

 
360 == tanm  
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 كاربردي يچند مسأله

  كاربردي ي چند مسأله -5- 1

 

                

به ديوار تكيه داده  آنيك سر كه را  cm390به طول الواريمتر  فردي با قد يك متر و پنجاه سانتي
 الوارسر ديگر تا جايي كه  ودشمياز ديوار دور  فرد  .استدرجه بلند كرده  45ي  با زاويه، شده است 

  او چقدر از ديوار دور شده است؟ .بيايدين پاي اوتا قد 
 

  

  

 
  

 
  )حل

  :در حالت اول

cm150=ي فرد از ديوارفاصله cm150 
= 

   

  طول قد فرد
tan   ي فرد از ديوارفاصله ي فرد از ديوارفاصله      45=

  

   :ت دومدر حال
  
  
  

x= فاصله فرد از ديوار  
cmxxx 360=⇒=⇒=+ 129600390150   فيثاغورت: 2222

)(پس مقدار جابجايي فرد برابر با cm210150360   .باشد مي −=

 
  
  
  
  

  

كيلومتري  38ي  كه در فاصله Bو Aدو پدافند
ند، يك هواپيمـاي جنگنـده را بـا    از هم قرار دار

نسبت به افق مـورد شـليك    50و 20هاي  زاويه
ارتفـاع پـرواز ايـن جنگنـده چنـد      . دهند قرار مي

  كيلومتر است؟

 

 
 

20 50
A B

 

x

cm390
  cm1 50



  هاي مثلثاتي در مثلث قائم الزاويه نسبت
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  1فصل

  )حل
 .ستاhدست آوردنه هدف در اين مسأله ب

  

 

tan tan
h hAB AC BC km⇒ = − ⇒ = −38
20 50

 )جاگذاري(            
⎪
⎪

⎩

⎪
⎪

⎨

⎧

=⇒=

=⇒=

Δ

Δ

50
50

20
20

tan
tan:

tan
tan:

hBC
BC
hBDC

hAC
AC
hADC

  

cmhh 2091
389138 ==⇒×=⇒
/

))به كمك ماشين حساب(          / )
tan tan

h⇒ = −
1 138
20 50

  
  .است km20 از سطح زمين ارتفاع جنگنده

  

  
  
  

2/به ارتفاع ختيدردر شكل مقابل  بـا   Aي نقطهمتر از 5
ديـــده  50ي بـــا زاويـــه Bي  و از نقطـــه 25ي  زاويـــه

  دو نقطه از يكديگر چقدر است؟ ي هفاصل. شود مي
) tan /=25 0 tan و 47 /=50 1 19 (  

 

AB

 

 
 

  )حل
وACHست در دو مثلثا ، كافي ABبراي به دست آوردن

BCH  اضلاعAH وBH  را به دست آورده و با هم جمع
  :كنيم

 
/: tan / /

/: tan / /

CHAHC AH m
AH AH

CHBHC BH m
BH BH

Δ

Δ

⎧
= ⇒ = ⇒ =⎪⎪

⎨
⎪ = ⇒ = ⇒ =⎪⎩

2 525 0 47 5 32

2 550 1 1 9 2 1 0
  

/ / /AB AH BH m⇒ = + = + =5 32 2 1 0 7 42  
/دو نقطه از هم  ي پس فاصله m7   .است 42

B H
A

C

/ cm2 5

2550

CBA

D

h

20 50
km38
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  زواياي متمممثلثاتي  هاينسبت

  هاي مثلثاتي زواياي متمم نسبت -6- 1
  . 75و 15  يا  60و 30مانند .متمم گويند باشد، 90ها  مجموع آنكه را دو زاويه 

كسينوس ديگري و تانژانت  برابر با توان گفت كه سينوس يكيدر مورد اين زوايا مي .هستندمتمم  α−90و αي در حالت كلي دو زاويه
  :توجه كنيد. استكتانژانت ديگري  برابر با يكي

  
  

)tan()cot(

)cot()tan(

αα

αα

==−

==−

a
b
b
a

90

90
  

 
  

)sin()cos(

)cos()sin(

αα

αα

==−

==−

c
b
c
a

90

90
  

 
  :داريم نمونه ه عنوانب

)cos()sin(sin 15159075 =−=  
)tan()cot(cot 30309060 =−=  
)sin()cos(cos 80809010 =−=  

  .درستي اين روابط را با ماشين حساب بررسي كنيد

 
704520حاصل عبارت tantantan ××=A دست آوريده را ب.  

 
20209070 )حل cot)tan(tan =−= 

1
20
12020207020 =×=×=×⇒

tan
tancottantantan 

111457020704520 =×=××=××= tan)tan(tantantantanA 
  

 
  .را باهم مقايسه كنيد 80tanو 20sin،10cosسه عدد

 
  )حل

 .ي بزرگتر سينوس بزرگتري دارد در زواياي حاده، زاويه
2010

2080
80809010

sincos
sinsin

sin)cos(cos
>⇒

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

>

=−= 

  :كنيم مقايسه مي 80sinرا با 80tanحال
80tan ازtan =45 8080تر است، پس از يك كوچك 80sinتر است، در صورتي كه بزرگ 1 sintan   :پس داريم .خواهد بود <

208080 sinsintan >>  
201080 sincostan >>  

  

a

c b

A

C B
α

α−90
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  1فصل

  هاي مثلثاتي بين نسبت روابط -7- 1
  :به مثال زير توجه كنيد

 

)αsin2،)sinي ر محاسبهد α2،)sin( 2α وα2sin تفـاوت  يك مثال عددي با  چه تفاوتي وجود دارد؟
  .دهيد را نشان

 
  )حل

  . شود ضرب مي 2حاصل در محاسبه شده و  αsinابتدا :  αsin2ي در محاسبه
)sin(ي در محاسبه α2  :ابتداα2 آيد دست ميه محاسبه شده و سپس سينوس آن ب .  
)sin(ي در محاسبه 2α : 2ابتداα آيد دست ميه شده و سپس سينوس آن ب محاسبه.  
sin)(ي در محاسبه α2 : ابتداαsin آيد دست ميه محاسبه شده و سپس مربع آن ب.  

  :كنيمميرا بررسي  α=9به عنوان مثال عددي
  sin sin /α =2 18 0 sinو 309 sin /α =2 2 9 0 312  

sin (sin ) /α =2 9 0 sinو  024 sin /α =2 81 0 988  
  

  : شويم معروف و كاربرد آنها در حل مسائل آشنا مي يبين نسبتهاي مثلثاتي روابطي وجود دارد كه در اين بخش با چند رابطه

α
αα

sin
coscot = )2 

α
αα

cos
sintan = )1 

 122 =+ αα cossin )4 1=αα cot.tan )3 

α
α 2

2 11
sin

cot =+ )6 
α

α 2
2 11

cos
tan =+ )5 

  :) 1( ي رابطه اثبات

sin
cos

α
α

=

 ي ضلع مقابل اندازه

tanα⇒ )ي وتر صورت و مخرج تقسيم بر اندازه( =
    αي ضلع مقابلِ اندازه

tanα =  
  

 ي وتر اندازه
  αي ضلع مجاورِاندازه ي ضلع مجاور اندازه

 ي وتر اندازه
  

  .اثبات كردبه همين ترتيب را نيز  )2( ي توان رابطه به راحتي مي
  ):3(ي  اثبات رابطه

1=×=
α
α

α
ααα

sin
cos

cos
sincot.tan  
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  روابط بين نسبتهاي مثلثاتي

  ):4(ي اثبات رابطه
  :ي روبرو توجه كنيد اويهبه مثلث قائم الز

a
c

=αsin  و
a
b

=αcos 

 
12

222 ==+⇒
a
aαα cossin )2)فيثاغورث

22
2
2

2
22222

a
cb

a
b

a
c

a
b

a
c +

=+=+=+⇒ )()(cossin αα  
  :هاي زير توجه كنيد به نمونه

12
1

2
14542

2452
245 22 =+=+⇒== cossincos,sin 5  

14
3

4
130302

3302
130 22 =+=+⇒== cossincos,sin  

   ):5(ي  اثبات رابطه

αα
αα

α
α

α
αα 22

22
2
222 1111

coscos
sincos

cos
sin)

cos
sin(tan =

+
=+=+=+  

  .ترتيب قابل اثبات است نيز به همين )6(ي  رابطه
  

 
، حاصل عدديθtan=5با فرض

θθ
θθ

cossin
cossin

4
3

−
−

=A را به دست آوريد.  
 

  )حل
  )اول روش(

A( θθ جاگذاري در(
θ
θθ cossin

cos
sintan 555 =⇒=⇒=  

141415
45

53
==

−
=

−
−

=⇒
θ
θ

θ
θθ

θθ
θθ

cos
cos

cos
coscos

coscos
cos)cos(A  

  )دوم روش(
  :كنيم تقسيم مي θcosج كسر را برصورت و مخر

1445
153

4
13

4

3
4

3
=

−
−×

=
−
−

=
−

−
=

−

−

=
)(

tan
tan

cos
cos

cos
sin

cos
cos

cos
sin

cos
cossin

cos
cossin

θ
θ

θ
θ

θ
θ

θ
θ

θ
θ

θ
θθ

θ
θθ

A  

 
  .هاي زير را به صورت مربع يك عبارت مثلثاتي بنويسيد عبارت

 
 222 −+ αα cottan )1 

111 22 ++++ )cot()tan( αα  )2  

a
c

b
α

AC

B

α
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  1فصل

  )1حل
2)cot(tan αα αααααα)اي اتحاد مربع دو جمله( =− cottan)(cot)(tancottan ××−+=−+ 22 2222     

  )2حل
12121111 2222 ++++++=++++ αααααα cotcottantan)cot()tan(  

222122 +++++= αααα cottancottan  
cot(tan)(cot)(tancottan( )اي اتحاد مربع سه جمله( αααααα ×+×+×+++= 21212122  

21)cot(tan ++= αα  

 
5برابر با θي ي حاده اگر سينوس زاويه

  .را محاسبه كنيد θهاي مثلثاتي باشد، ساير نسبت 2
 

  )حل

125
4

5
2

1
2

22
=+⇒

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=

=+
θ

θ

θθ
cos

sin

cossin
  

5)غيرقابل قبول(  
21−

=θcos   5يا
21

25
212 =⇒=⇒ θθ coscos  

21
212

21
21

21
2

5
21
5
2

=×===
θ
θθ

cos
sintan  

2
21

5
2
5
21

===
θ
θθ

sin
coscot  

  

 
3اگر

1
=− θθ cossin  ،مقدار عبارتباشدθθ cossin است؟ چقدر  

 
  )حل

θθتا عبارت رسانيم مي 2طرفين فرض را به توان   cossin ظاهر شود:  

9
129

1 222 =−+⇒=−⇒ θθθθθθ cossincossin)cos(sin  

9
4

2
9
8

9
8

9
1129

121 ==⇒=−=⇒=−⇒ θθθθθθ cossincossincossin  
  

 

  
  

  .ترين صورت درآوريد ت زير را به سادهاحاصل عبار
αα 441 cossin) + 
αα 662 cossin) +  
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  روابط بين نسبتهاي مثلثاتي

  )1حل
abbabaياز اتحاد فرع 2222 −+=+   :كنيم استفاده مي )(

sin cos (sin ) (cos ) ((sin ) (cos ) ) (sin )(cos ) sin cosα α α α α α α α α α+ = + = + − = −4 4 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 22 1 2  
  )2حل

)()(از اتحاد فرعي baabbaba +−+=+   :كنيم استفاده مي 3333
)cos(sincossin)cos(sin)(cos)(sincossin αααααααααα 2222322323266 3 +−+=+=+  

αα 2231 cossin−=  
  

 
θي درستي رابطه

θθ
4

42 112 cot
sinsin

  .را اثبات كنيد −=−
 

  )حل
  :سمت راست برسيم كنيم تا به ه كردن مياز سمت چپ شروع به ساد

))cot()(cot()
sin

(
sinsinsin

θθ
θθθθ

22
2242 12112112

  سمت چپ:   −=−=+−+

θθθ:سمت راست   422 111 cot)cot)(cot( −=−+=  
  

5225ي در رابطه θي ي حاده زاويه 22 =++ θθθθ cossincossin كند صدق مي.θtan چقدر است؟  
 

  )حل
  :كنيم تقسيم مي θ2cosطرفين رابطه را بر

θθ
θθ

θ
θ

θ
θ

222
2

2
2 5225

coscos
cossin

cos
cos

cos
sin

=++  

2
352215225 22 =⇒=+⇒+=++⇒ θθθθθ tantan)tan(tantan  

  

 
باشد، حاصل βtan=3اگر

ββ
β

sincos
sin

−320
  .دست آوريده را ب 

 
  )حل

  :كنيم تقسيم مي β3cosصورت و مخرج كسر را بر

)جاگذاري( 
)tan(tan

)tan(tan

coscos
sin

coscos
sin

cos
sin

cos
cos

cos
sin

ββ
ββ

ββ
β

ββ
β

β
β

β
β

β
β

2
2

2

2

33
3

3

120
1

120

1

20 +−

+
=

×−

×

=

−

  

310
30

3020
30

10320
103

−=
−

=
−

=
×−

×
=

)(
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