
۱۵فصل اول: نظریۀ اعداد

a و می خوانيم (b ،a را عاد می كند.) b| اگر عدد صحيح b بر عدد صحيح و غيرصفر a بخش پذير باشد، می نويسيم
 
b a

q
0

وقتی b بر a بخش پذير است، در تقسيم b بر a باقی مانده صفر می شود: 
 b aq= و در واقع b مضرب صحيحی از a است. می نويسيم:

پس عبارت های زير معادل اند:

b a بر a بخش پذير است.b مضرب صحيح a است. b| $ Îq 

 b aq=
b ،a را عاد می كند.
b ،a را می شمارد.

a مقسوم عليه b است.
a عامل b است.

a شمارندۀ b است.

 است.

 است.

) است). )-2 ) برابر )-6 2- بخش پذير است (درست است، ۱۲ دقيقاً 2- يعنی ۱۲ بر 12| مثلاً 

3 يعنی ۱۰ بر ۳ بخش پذير است (خب غلط است، ۱۰ مضرب ۳ نيست). 10|

مقدار عدد صحيح x را در هر يك از روابط زير پيدا كنيد:

3 273x |   --3 | x x و |24   2 1 20x -- |   x |-- 7

7± باشد و 4 جواب صحيح دارد. 1± يا 7- بر x بخش پذير است، x مى تواند

 2 1 1 1 2 1 1 0x x x x- = Þ = - = - Þ =, 5± باشد و داريم:  1± و 2 فرد است، پس بايد 1x - 2 بخش پذير است، مى دانيم 1x - 20 بر
 2 1 5 3 2 1 5 2x x x x- = Þ = - = - Þ = -,  

2- يا 3 باشد. يعنى x مى تواند صفر، 1،
3± خوب هستند. 6± و  ، ±12 ، ±24 3- بخش پذير است و 24 به x مى خورد؛ پس x مقسوم عليه 24 است كه به 3 بخورد. پس xx بر

3x بخش پذير است، پس توان سمت چپ (x) بايد كم تر يا مساوى 9 باشد.  1، چون39 بر 9£ £x 3 وقتى برقرار است كه 39x | . حالا 27 3 33 3 3 9= =( )

.( a ¹ -0 1 1, , 1- را بگذاريد كنار يعنى 1 0» , n (البته پايه هاى m a an m£ Û | بد نيست به خاطر بسپاريد كه

، آن گاه كم ترين عدد طبيعی سه رقمی x كدام است؟ 6 2| x -- اگر
۱۰۴ (۴  ۱۰۸ (۳  ۱۰۲ (۲  ۱۰۶ (۱

 x k x k- = Þ = +2 6 6 2 x مضرب ۶ باشد، پس داريم:  - 2 بايد
x است. = ´ + =6 17 2 104 k به دست می آيد كه برابر = 17 6 است، حداقل عدد طبيعی سه رقمی x به ازای 16 96´ = و با دقت به اين كه

 
در جدول زير ابتدايی ترين ويژگی های عاد كردن را به همراه توضيح و مثال ببينيد:

مثالتوضیحبیان ریاضی خاصیت

" Îa a a ; |
هر عدد صحيح بر خودش بخش پذير است. 

(يواشكی اجازه می دهيم صفر بر صفر 
بخش پذير باشد.)

 7 7| ، x x- -1 1| همواره داريم:

" Î ±a a ; هر عدد صحيح بر1± بخش پذير است.1|
همۀ اعداد را عاد می كنند.) ±1 ) ± +1 5| n ± يا -1 2 1| x همواره



ریاضیات گسسته دوازدهم ۱۶

مثالتوضیحبیان ریاضی خاصیت

" Îa a ; صفر بر هر عدد صحيح بخش پذير است.0|
n است.(همۀ اعداد صفر را عاد می كنند.) = 3 a همواره برقرار باشد n| - 3 اگر رابطۀ

 a = ، آن گاه±1 a |1 a يا 1- فقط بر1± بخش پذير است.اگر1-| x عدد ۱ يا 2 و داريم: ۲ يا1= 3 1x - = ± 2، آن گاه 3 1x - | اگر

 a b a b| |Þ ± a و علامت در بخش پذيری اثر ندارد.± |-14 a- و |14 a نتيجه می شود: |14 از
 - -a | 14

 a kb| ، آن گاه a b| اگر
( )kÎ

اگر b بر a بخش پذير باشد، هر مضرب b نيز 
a بر a بخش پذير است. b|- 3 a يا b| 7 a نتيجه می گيريم: b| از رابطۀ

 a bn| ، آن گاه a b| اگر
( )nÎ

سمت راست را می توانيم به توان دلخواه
 n برسانيم.

 3 2| b 3 نتيجه می شود: | b از رابطۀ
 x |43 x نتيجه می شود: |4 از رابطۀ

ka و برعكس  kb| ، آن گاه a b| اگر
 ( )k ¹0

قراردادن يا حذف ضريب غيرصفر برای دو 
طرف مجاز است.

15 (ضرب در ۳) 3| x 5 نتيجه می شود: | x از رابطۀ
8 (تقسيم  15a b| 16 نتيجه می شود: 30a b| از رابطۀ

بر ۲)

 a bn n| ، آن گاه a b| اگر
( )nÎ

می توانيم برای دو طرف توان n قرار دهيم يا 
توان n را بزنيم.

a (به توان ۳) b3 6| a نتيجه می شود: b| 2 از رابطۀ
 2 2x y| 4 نتيجه می شود  2 4x y| از رابطۀ

(توان ۲ را زديم)

 | | | |a b£ ، آن گاه b a و¹0 b| اگر
اگر عدد غيرصفر b بر a بخش پذير باشد، 

قدرمطلق b از a كم تر نيست.
n نتيجه می گيريم:  n3 2

2 2+ +| از رابطۀ
| |n n3 2

2 2+ £ +

| | | |a b= ، آن گاه  b a| a و b| اگر
فقط زمانی كه دو عدد يا با هم برابر باشند 
يا قرينۀ هم باشند هر كدام ديگری را عاد 

می كند.

n نتيجه می گيريم: n2
1| + n و  n+1 2|

| | | n |n + =1
2

 ab c a c b c| | |,Þ
به جای سمت چپ می توانيم مقسوم عليه های 

آن را قرار دهيم (لاغر كنيم).
. 3 | x 2 و | x 6 نتيجه می شود | x از رابطۀ

. a x| a نتيجه می شود x2 | از رابطۀ

 هنوز چندتا ويژگى مانده كه جلوتر خواهيم خواند.

x را در هر يك از روابط زير بيابيد.

 2 1 3 4 3 4 2 1x x x x++ ++ ++ ++| |,   "" ÎÎ ++n n x x; | 2 2   "" ÎÎ --x x n; |2 1   0 2 1
2| x x-- --

 x = 1 1- يا
2 2 و در نتيجه: 1 02x x- - = |0 صدق مى كند. پس k 2 بايد صفر باشد، چون فقط صفر در رابطۀ 12x x- -

 2 1 1 2 2 1x x x- = Þ = Þ = 1± باشد و داريم:  2 بايد 1x - 2 بخش پذير شده پس 1x - چون هر چون هر n بر
 2 1 1 2 0 0x x x- = - Þ = Þ = پس مقدار x حتماً صفر يا 1 است. 
 x x x x2 2 2 0+ = + =( ) x صفر است:  x2 2+ x بر هر عدد صحيح n بخش پذير شده است، پس x2 2+ چونچون

. x = 0 2- يا و بنابراين
 3 4 2 1 3x x x+ = + Þ = - 2 بر هم بخش پذيرند؛ پس بايد مساوى يا قرينۀ هم باشند:  1x + 3 و 4x +
 3 4 2 1 5 5 1x x x x+ = - - Þ = - Þ = -  

3- باشد. 1- يا پس x بايد

، كدام نتيجه درست نيست؟ a |20 اگر
 a |10 (۴ 20 است.  0- ³a (۳   a | 400 (۲   a | 60 (۱

درست  و   ، | و ثانياً هر مضرب ۲۰ و هر توان ۲۰ به a می خورد. پس گزينه های  |a £ 20 ۲۰ بر a بخش پذير است؛ پس اولاً
.20 10| 20 اما 20| لزومی ندارد درست باشد. مثلاًلزومی ندارد درست باشد. مثلاً هستند و 
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0 برقرار باشد؟ 16
3|n n-- n و n3

16 0-- | ، -- --1 16
3|n n چند عدد صحيح n وجود دارد كه هر سه رابطۀ

۴) بی شمار  ۳ (۳  ۲ (۲ ۱) هيچ 

1± همۀ اعداد را عاد می كنند؛ پس اولی همواره درست است. همۀ اعداد، صفر را عاد می كنند  n بر1± بخش پذيرند يا n3
16- همۀ اعداد مثل

) پس دومی هم همواره درست است. دو رابطۀ اول به ازای هر عدد صحيح درست هستند، اما صفر فقط خودش را عاد می كند، چون داريم: a ´ =0 a چون0 |0 )

 0 0 0 0| ( )a aÞ ´ = Þ =ÁqÃa  oÀ  

 n n n n
n
n
n

3 2
16 0 16 0

0

4

4

- = Þ - = Þ
=
=
= -

ì

í
ï

î
ï

( ) 0 نتيجه می گيريم:  16
3| n n- پس از رابطۀ

پس سه عدد صحيح وجود دارد.

، نتيجه می گيريم: a b|  از كنار هم گذاشتن چند تا از ويژگی های بالا می توانيم اين جوری بگوييم كه: از رابطۀ
هر مضرب b نيز بر a بخش پذير است. 

b بر هر مقسوم عليه a بخش پذير است.
پس اجازه داريم b را با ضرب كردن يا توان رساندن «بزرگ تر» و a را با تقسيم كردن يا برداشتن توان «كوچک تر» كنيم. 

 4 2

12

3

Hn 
.´Äjo¨ ¦a¼¨

 Hn 
.´Äjo¨ ©nqM





| x
x

3 و هم چنين | x 6 و | x  ،12 3| x ،12 5| x 12 نتيجه می شود: | x مثلاً از

. 8 6| 4 نمی شود نتيجه گرفت كه 12| بديهی است كه عكس اين كار درست نيست مثلاً از
البته يادمان نرود كه هميشه اجازه داريم هر دو طرف را با ضريب و توان، به يک اندازه بزرگ يا كوچک كنيم.

، كدام روابط درست هستند؟ a b| اگر

a b2 |   --3 3a b|   a b|2   2a b|
 2 6

2 3a b|--   | | | |a b££   a b2 2|--   a b| 3

2 و 2 6´ | اما 2 درست است  6| نادرست هستند، چون اجازه نداريم طرف چپ را با ضريب و توان بزرگ تر كنيم. مثلاً و 

2 نادرست هستند. 62 |
درست هستند، چون اجازه داريم طرف راست را با ضريب يا توان چاق تر كنيم.درست هستند، چون اجازه داريم طرف راست را با ضريب يا توان چاق تر كنيم. دقيقاً به همين دليل،  و 

هر دو طرف را به يك اندازه بزرگ كرديم (ضريب ها و توان ها برابرند) و رابطه درست است. دقت كنيد كه علامت در بخش پذيرى اثرى  و  در 

. ± ±ka kb| ± و ±a bn n| a مى توانيم بنويسيم b| ندارد. پس در حالت كلى از رابطۀ

| نيست. | | |3 0£ 3 اما 0| | لزوماً درست نيست. مثلاً | | |a b£ b باشد، = 0 b را نياورده، نادرست است. اگر ¹ به خاطر اين كه0
درست است. روند به دست آوردن (ح) را ببينيد: درست است. روند به دست آوردن (ح) را ببينيد: 

 a b a b a b| | |2 2 2 2 2 22 2 ·H¼U  ¾M  nj  Joò nj  SwHn  ýoö
J¾ ®¾¾¾ ¾ ®¾¾¾ ooò -¾ ®¾¾¾¾ -3

2 32 6b a b|  

 ( )x ¹¹ 0 14 كدام نتيجه نادرست است؟ | x از رابطۀ

 15 1| x ++ (۴   28 2| -- x (۳   14 5| x (۲   14 3| x (۱

سه گزينۀ اول درست هستند.
.14 3| x می گوييم می گوييم x بر ۱۴ بخش پذير است؛ پس هر توانِ x هم بر ۱۴ بخش پذير است؛ يعنی در 

14 درست است. 5| x چون x به ۱۴ می خورد، هر مضرب x هم به ۱۴ می خورد و نتيجۀ در 
2x- هم مضرب ۲۸ است. 2x مضرب ۲۸ است (دو طرف را ۲ برابر كرديم) و بنابراين x مضرب ۱۴ است؛ پس در 

x به راحتی نقض می شود.)  = 28 x به ۱۵ می خورد. (با +1 نادرست است. از بخش پذيری x بر ۱۴ نمی شود نتيجه گرفت اما 

. a c b c+ +| a نمى شود نتيجه گرفت b| در حالت كلى از



ریاضیات گسسته دوازدهم ۱۸

 14 7 2 1, , , اگر عدد N كوچک باشد، می توانيم مقسوم عليه ها را بگوييم و بشماريم. مثلاً ۱۴ دارای ۴ مقسوم عليه طبيعی است:
. ±14 , ±7 , ±2 , و هشت مقسوم عليه صحيح دارد:±1

تعداد مقسوم عليه های صحيح هميشه دو برابر تعداد مقسوم عليه طبيعی است اما برای اعداد بزرگ تر، روشی وجود دارد كه تعداد مقسوم عليه های طبيعی 
را سريع حساب كنيم:

عدد را تجزيه كنيد.عدد را تجزيه كنيد. مرحلۀ 
به توان های تجزيه يک واحد اضافه كنيد. مرحلۀ 

در هم ضرب كنيد. مرحلۀ 
) يعنی ۱۲ مقسوم عليه طبيعی دارد. منطق اين روش را هم اگر بدانيم بد نيست:  ) ( ) ( )2 1 1 1 1 1+ + + 2 است؛ پس 3 5

2 1 1´ ´ مثلاً تجزيۀ عدد ۶۰ به صورت

2 است. 3 5
0 1 2 0 1 0 1 IÄ  IÄ  IÄ  IÄ ´ ´ در هر مقسوم عليه ۶۰، توان ۲ می تواند. ۰ يا ۱ يا ۲ باشد، توان ۳ و ۵ هم صفر يا ۱ است. پس قيافۀ مقسوم عليه ۶۰ به صورت

) مقسوم عليه طبيعی است. ) ( ) ( )a a a
1 2

1 1 1+ + + k P باشد، N دارای P Pk k1 2
1 2a a a

 به زبان رياضی: اگر تجزيۀ N به صورت

هر يك از اعداد زير چند مقسوم عليه مثبت دارند؟ (P عدد اول دورقمى است.)

 8 2P  51  49  48

4 مقسوم عليه مثبت دارند. 3
12
́

2 و 2
4
́

5 و 3 و 2
10
́

23 است. پس به ترتيب 2´ P 3 و 171 1´ 72 و 2 و 34 1´ تجزبۀ  اعداد به ترتيبتجزبۀ  اعداد به ترتيب

در بعضی سؤال ها، تعداد مقسوم عليه های خاصی را می خواهيم مثلاً تعداد مقسوم عليه هايی كه مضرب ۳ باشند، فرد باشند و ... . 
دوتا روش حل داريم:

 2 500x
¾Ã±øï³¼v£¶

Z»p



| اگر بتوانيم خواستۀ سؤال را به زبان عادكردن می نويسيم. مثلاً وقتی دنبال مقسوم عليه های زوج عدد ۵۰۰ هستيم 
 x |250 بعد دو طرف را به ۲ تقسيم می كنيم و داريم:

2 يعنی ۸). 4´ 250 جواب می شود 2 5
1 3= ´ و تعداد مقسوم عليه های ۲۵۰ را پيدا می كنيم (چون

عدد عدد 300 چند مقسوم عليه مثبت دارد كه:

مضرب 4 باشند.
 75 مقسوم عليه  هر  مى تواند   x و   x | 4 پس75 300x | مى نويسيم

2 جواب داريم. 3 6´ = 75 به تعداد 3 51 2= ´ باشد، چون

مضرب 25 باشند.
همان   x جواب هاى  تعداد  پس  ؛  x |12 داريم  25 300x | رابطۀ از 

تعداد مقسوم عليه هاى 12 است:
 12 2 3 3 2 62 1= ´ Þ ´ =

2 است. حالا  3 5
0 1 2 0 1 0 1 IÄ  IÄ  IÄ  IÄ ´ ´ می توانيم خواستۀ سؤال را در تجزيۀ مقسوم عليه ها بياوريم. مثلاً گفتيم قيافۀ مقسوم عليه های عدد می توانيم خواستۀ سؤال را در تجزيۀ مقسوم عليه ها بياوريم. مثلاً گفتيم قيافۀ مقسوم عليه های عدد ۶۰ به صورت

3 حالت داريم. 2´ 2 و 3 5
0 1 2 1 0 1 IÄ  IÄ  IÄ ´ ´ اگر سؤال مقسوم عليه مضرب ۳ بخواهد، بايد توان ۳ حتماً ۱ باشد؛ يعنی

2 چند مقسوم عليه صحيح دارد كه: 3 5 73 2 1 1´́ ´́ ´́ عددعدد

مضرب 12 باشند اما مضرب 7 نباشند؟ مضرب 3 باشند اما مضرب 5 نباشند؟  فرد و مضرب 7 باشند؟ 

2 است. 3 0 70 1 2 3 0 1 2 0 1 0 1 IÄ  IÄ  IÄ  IÄ  IÄ  IÄ  IÄ ´ ´ ´ تيپ مقسوم عليه هاى اين عدد به صورتتيپ مقسوم عليه هاى اين عدد به صورتتيپ مقسوم عليه هاى اين عدد به صورت

3 حالت دارد و چون سؤال گفته  2 6´ = 2 است و 3 5 70 0 1 2 0 1 1´ ´ ´ IÄ  IÄ  IÄ 71 را داشته باشد يعنى 20 و مقسوم عليه فرد و مضرب 7 حتماً بايد در 
صحيح، هم + و هم ¯ قبول است يعنى جواب مى شود 12.

 4 2 2 16´ ´ = 2 و 3 5 70 1 2 3 1 2 0 0 1 IÄ  IÄ  IÄ  IÄ IÄ ´ ´ ´ 50 را هم دارد؛ پس مى شود  31 را دارد و 2 IÄ ًمقسوم عليه مضرب 3 كه مضرب 5 نيست حتما در 
حالت داريم كه چون صحيح است جواب مى شود 32 تا.

2 است پس تعداد  3 5 72 3 1 2 0 1 0 IÄ  IÄ  IÄ ´ ´ ´ 70 داشته باشد؛ پس تجزيه اش 2 را داشته باشد و 32 1´ مقسوم عليه مضرب 12 و غير مضرب 7، بايد در 
تا است و در اعداد صحيح 16 حالت دارد. 2 2 2 8´ ´ = حالت ها
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عدد ۴۵۰۰ چند مقسوم عليه مثبت دارد كه مضرب زوج ۹ باشد؟
۸ (۴  ۱۰ (۳  ۱۲ (۲  ۱۴ (۱

a است و چون مضرب  k= 9 . از طرفی a، مضرب ۹ است؛ يعنی a | 4500 a را مقسوم عليه ۴۵۰۰ می گيريم؛ يعنی ۴۵۰۰ بر آن بخش پذير است يا
. k |250 18. پس می توانيم دو طرف را به ۱۸ ساده كنيم: 0¹ .18 4500k | ؛ پس a k k= =9 2 18( ) زوج ۹ است؛ يعنی

 k =1 2 5 10 25 50 125 250, , , , , , , پس k بايد مقسوم عليه ۲۵۰ باشد؛ يعنی: 
به ازای هر k دقيقاً يک a به دست می آيد؛ پس a، ۸ مقدار می تواند داشته باشد.

اين ويژگی ها كمی پيشرفته تر هستند و در حل تست ها هم بيشتر ديده می شوند:

مثالتوضیحبیان ریاضی خاصیت

 a b b c a c| | |, Þ
(قانون تعدی)

اگر اولی دومی را عاد كند و دومی هم سومی را 
عاد كند اولی، سومی را عاد می كند.

a | 6 a نتيجه می گيريم: n| n و | 6 از
( 3 15| 3 (چون | x 15 نتيجه می شود: | x از

(10 40| a (چون a نتيجه می گيريم:40|  از10|

 a mb nc| + ، آن گاه a b| a و c| اگر
(قانون تركيب خطی)

سمت چپ را ثابت نگه می داريم و سمت 
راست ها را در هر عدد دلخواه صحيح ضرب و 

بعد آن ها را جمع كنيم.

 a a b| 7 5- a نتيجه می گيريم: a| a و b| از
n نتيجه می گيريم: x| 3 1+ n و x|2 1- از

 n x x| ( ) ( )5 2 1 4 3 1- + +

 ac bd| ، آن گاه c d| a و b| 6 دو طرف رابطۀ عادكردن را می توان ضرب كرد.اگر | xy 3 نتيجه می گيريم: | y 2 و | x از
 4 5n m| n نتيجه می شود: |5 4 و | mاز روابط

a و دو عدد a و b عامل مشترک  bc| اگر
 a c| ندارند، آن گاه:

اگر ضرب b و c به a می خورد اما b با a هيچی 
مشترک نداشته باشد، حتماً c به a می خورد.

 5 | x 5 نتيجه می شود: 7| x از
 27 1| n - 27 نتيجه می گيريم: 11 1| ( )n - از

a كدام نتيجه درست نيست؟ c| a و b| از رابطه های

 a bc3 | (۴   a a bc|5 2- (۳   a b c2 2 3| - (۲   a bc2
3| (۱

a و با توجه به قانون ضريب  b c2 | ´ a نتيجه می شود c| a و b| ديديم كه می توانيم دو رابطۀ عادكردن را در هم ضرب كنيم؛ پس از روابط

a3 و بزرگ كردن طرف چپ درست نيست.  a2 رسيديم نه تأييد نمی شود. چون ما به درست است اما  a و  bc2
3| در طرف راست، می توان گفت

است. 2 پس جواب  14 10
3 | ´ 2 نتيجه نمی شود 10| 2 و 14| مثال نقض: از

را هم ببينيد: و  دليل درستی 
ÏHâ¼w  ÆoÎ:
´ÃºHjïÂ¶: 

 Âõi  KÃ¨oUa c
a a a mc na m b|
| |ü

ý
þ

¾ ®¾¾¾ + =-2
nn a bc a=¾ ®¾¾¾ - +5 2 5|  

a b a b
a c a c
| |
| |

2 2 2

2 2 2

 ·H¼U  ¾M

 ·H¼U  ¾M
Âõi  KÃ¾ ®¾¾¾

¾ ®¾¾¾

ü
ý
ï

þï
¨̈oU¾ ®¾¾¾ + ¾ ®¾¾ -=

=-a mb nc a b cm
n c

2 2 2 1 2 2 3| |  

 ( )nÎÎ na، كدام نتيجه گيری ممكن است نادرست باشد؟ b2 | b و n n| 2 ++ از برقراری دو رابطۀ

 a n n| 2
2 1+ + (۴   a n| +1 (۳   a n2

1| + (۲   a n3
1| + (۱

 na b b n n na n n a nn
n

2 2 2 2

0

2
1| | | |, + ¾ ®¾¾¾ + ¾ ®¾¾ +¸

¹
Ák÷U  ·¼ºI¤ طبق قانون تعدی داريم:  

.( ) a n| +1 a2 می توانيم مقسوم عليه های آن (مثل a) را قرار دهيم؛ پس به جای
 a n a n a n n| | |( )+ Þ + Þ + +1 1 2 1

2 2 سمت راست را می توانيم به توان دلخواه طبيعی (مثل ۲) برسانيم؛ پس:  

! b n a= = =12 3 2, , چراكه نمی توانيم طرف چپ را بزرگ تر كنيم، البته می شود مثال نقض هم زد: 



ریاضیات گسسته دوازدهم ۲۰

 
 a | ( ) ( )x n y n3 1 2 1+ + - a بايد n را از بين ببريم. با استفاده از تركيب خطی می نويسيم ، برای پيداكردن a | 3 1n + a و |2 1n - فرض كنيد كه
 a | ( ) ( )2 3 1 3 2 1

x y
n n

 

+ - - و برای x و y اعدادی را انتخاب می كنيم كه n حذف شود. اين طوری: 

2 را در ۳ ضرب می كنيم و بعد سمت  1n - 3 را در ۲ و 1n + 5± باشد. (می توانستيم اين شكلی هم بگوييم كه a می تواند1± يا a و در نتيجه |5 پس
راست ها را از هم كم می كنيم.)

از طرف راست حذف  را   n تركيب خطی،  با كمک  بعد  و   n n- -3 3| باشيم، خودمان می نويسيم n داشته  n- +3 2 1| به شكل رابطه ای  اگر  مثلاً 

 n x n y n n nx
y- - + + ¾ ®¾¾ - Þ - = ± ±=-

=3 3 2 1 3 7 3 1 7
2

1
| |( ) ( ) , Þ = -n 10 4 2 4IÄ IÄ IÄ می كنيم. ببينيد: 

2 به ازای برخی از مقادير n بر k بخش پذيرند. مجموع ارقام بزرگ ترين مقدار k كدام است؟ 6 3
2n n++ ++ n2 و

1++ دو عدد
۱ (۴  ۷ (۳  ۹ (۲  ۱۰ (۱

دو عبارت داده شده بر k بخش پذيرند (k آن ها را عاد می كند.)؛ پس از ويژگی تركيب خطی داريم:

 
k n

k n n
k n n n n

|
|

| ( )
2

2

2 2
1

2 6 3

2 6 3 2 1 6 1
+

+ +

ì
í
ï

îï
Þ + + - + = +  

(سمت راست پايينی را منهای دو برابر سمت راست بالايی می كنيم.)

 
k n k n n

k n k n
k n

n| |
| |

|6 1 6

1 6 6

6

2

2 6 2

+ ¾ ®¾ +

+ ¾ ®¾ +

ì
í
ï

îï
¾ ®¾ -

´

´
´¨ دوباره: 

 
k n k n

k n

| |
|

- ¾ ®¾ -

+

ì
í
ï

îï

´
6 6 36

6 1

6

دوباره داريم: 
 . k | - - = -36 1 37 با كم كردن سمت راست دو رابطه

k مقسوم عليه ۳۷ است؛ پس بزرگ ترين مقدار k، برابر ۳۷ است كه مجموع ارقام آن برابر ۱۰ است.

 اگر در طرف چپ عبارت درجۀ اول باشد، می توانيم ريشۀ آن را محاسبه كنيم و در طرف راست قرار دهيم.

n - ´ +3 2 3 1

7

|��� n است و با قراردادن آن در سمت راست داريم:  = 3 ، ريشۀ سمت چپ n n- +3 2 1| مثلاً در همين رابطه
و كار تمام می شود.

n را از روابط زير بيابيد.

 n n++ --2 32|    n n n-- ++ ++1 2 52|   

 n -1 8| n است و در سمت راست قرار مى دهيم و داريم:  = ريشۀ سمت چپ1
8± باشد. 4± و ، ±2 ، ±1 n مى تواند پس1-

 n + 2 1| n است و با قراردادن آن در طرف راست داريم:  = -2 ريشۀ سمت چپ
n + = ±2 1 پس: 

y وجود دارد؟ x x
x== ++ --

--
3 1

2
چند نقطه با مختصات صحيح روی نمودار

۴ (۴  ۳ (۳  ۲ (۲  ۱ (۱
x و داريم: x- -2 3 1| بايد x و y صحيح باشند، پس بايد

 .SwH    Oa  Sµw  â¾zÄn2 2 3 2 1 5 2 1 5 3¾ ®¾¾¾¾¾¾ - - = Þ - = ± ± Þ =x x x| ( ) , ,11 7 3, ,-  
پس ۴ نقطه با مختصات صحيح داريم.

 ( , ) ,( , ) ,( , ) ,( , )- - + -
-

+ + +
-

- -

3 3
10

5
3 3

8

1
7 7

20

5
1 1

2

1

1 11 11 1

��� �� � � �
به مختصات اين نقطه ها دقت كنيد: 

اگر ريشۀ سمت چپ غيرصحيح باشد، باز هم می توانيم آن را در راست قرار دهيم. ببينيد:
 ريشه را قرار می دهيم.   ريشه را قرار می دهيم.   كسر را تا حد امكان ساده می كنيم.

 صورت كسر را می گيريم.   صورت كسر را می گيريم.   جواب های به دست آمده را در رابطۀ اوليه امتحان می كنيم.
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2 1 0n + = 2، داريم:  1 1
2n n+ -| مثلاً برای به دست آوردن nهای صحيح كه

 2 1 3
2 1 1 0 1

2 1 3 1 2
n

n n n
n n n

+
+ = ± Þ = = -
+ = ± Þ = = -

| ,
,

2. كسر نيازی به ساده كردن ندارد، پس:  1
1

2
1

3

4

2n+ - - = -|( ) n را در راست قرار می دهيم: = -1
2

پس

صبر كنيد كار تمام نشده است. جواب ها بايد كنترل شوند:
 n = Þ + -0 2 0 1 0 1

2( ) |    n = - Þ - + - -1 2 1 1 1 1
2( ) ( )|    

 n = Þ + -1 2 1 1 1 1
2( ) |    n = - Þ - + - -2 2 2 1 2 1

2( ) ( )|   
پس هر ۴تا قبول هستند. (ولی هميشه اين جوری نيست.)

49 درآوريم. دو راه به نظر می رسد: |7 و می خواهيم اين رابطه را به صورت 3 2| k -  فرض كنيد می دانيم
.49 9 12 4

2| k k- + ؛ يعنی 7 3 2
2 2| ( )k - به توان ۲ برسانيم،

.49 21 14| k - ؛ پس 7 7 7 3 2´ -| ( )k در ۷ ضرب كنيم،
 49 9 9 10

2| k k+ - و مثلاً از جمع اين ها داريم: 
 49 9 9 39

2| k k+ + 49، می توان نوشت:  49| حالا چون
3 نيست. چون كتاب درسی يک تمرين از اين مدل دارد، بد نيست در ذهن بسپاريد كه با  2k - 9 خيلی هم شبيه 9 39

2k k+ + به نتيجه نگاه كنيد ... عبارت
a می توانيم از روی يک رابطۀ عادكردن، روابط جديد و عجيبی بسازيم. b a b da d| ||¾ ®¾¾ + a و b ka kb| |Þ  ، a b a bn n| |Þ استفاده از روابط

5 كدام نتايج درست هستند؟ 3 1| k ++ از رابطۀ

 5 12 7 12| k k++ ++   25 9 21 62| k k++ ++   25 9 6 512| k k++ ++

5 و اگر  9 6 12| k k+ + ، راستى مى شود فقط طرف راست را به توان 2 برسانيم: 25 9 6 12| k k+ + اگر دو طرف را به توان 2 برسانيم:
 25 15 5| k + در 5 ضرب كنيم: 
 5 3 2| k k+ و اگر طرف راست را k برابر كنيم: 

25 به دست مى آيد. 9 6 1 15 52| k k k+ + + + از جمع طرف هاى راست به صورت حالا رابطۀ 
 . 25 9 6 1 502| k k+ + + 25 و بنابراين 50| هم داريم براى رابطۀ 

 5 9 6 1 32 2| k k k k+ + + + هم مى توان گفت:  در مورد رابطۀ 
پس هر سه رابطه درست هستند.

60 همواره بر كدام عدد بخش پذير است؟ 42 6
2k k++ ++ 7، آن گاه عدد 5 1| k ++ اگر

۷۰ (۴  ۲۱ (۳  ۲۸ (۲  ۴۲ (۱
5 بايد به اين عدد برسيم:  1k + )از ) ( )

( ) (.

5 1 25 10 1 2

5 1 5

2 2

2

k k k

k k k k

+ = + +

+ = +

·H¼U ¾M SwHn Sµw

jo¨ Joòò nj j¼{ïÂ¶ Hn SwHn Sµwk
k k

)
( )

|
2 5 1 10 2

7

+ = +

ü

ý
ï

þ
ï

مجموع اين عددها  

 7 30 21 3 14 60 42 6
2 2 2| |k k k k+ + ¾ ®¾ + +´ و دو طرف را در ۲ ضرب می كنيم:  7 30 21 3

2| k k+ + حالا از جمع اين ها داريم:
14 يعنی ۴۲ بخش پذير است. 3´ حالا دقت كنيد كه طرف راست، مضرب ۳ هم هست، پس اين عدد بر

6 5 1 2 1 42

7

( )( )k k+ + =
Joñ¶

Joñ¶


60 را تجزيه كنيم، داريم:  42 6
2k k+ +  اگر

موافقيد كه در اين تست عددگذارى راه خوبى نيست؟

حتماً يادتان هست كه عدد اول، عددی طبيعی و بيشتر از يک است كه فقط بر خودش و ۱ بخش پذير است؛
مثلاً ۲، ۳، ۵، ۷ و ... اعداد اول هستند. اگر P اول باشد چند نتيجۀ مهم در عادكردن می توانيم بگيريم.

( a = ± ±1 7IÄ a نتيجه می شود | 7 a (مثلاً از = ±1 a يا  P= ± a نتيجه می شود P| از رابطۀ
(. 3 | a 3 نتيجه می گيريم 4| a . (مثلاً از P a| P مطمئن هستيم an| از رابطۀ

(. 7 | b 7 يا | a ، حتماً 7 | ab . (اگر P b| P يا a| P می توان نتيجه گرفت ab| از رابطۀ
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x صدق مى كنند؟ p|4 P عددى اول و فرد است. چند عدد صحيح x در رابطۀ

 4p چون چون p عدد اول است كارمان خيلى ساده است، اگر در ذهنتان سعى كنيد 4p  را به صورت ضرب دوتا عدد بنويسيد، متوجه مى شويد كه
4p و قرينۀ آن ها بخش پذير است، پس براى عدد صحيح x، 12 جواب داريم. ، 2p ،p ،4 ،2 ،1 بر

a برقرار هستند. به ازای كدام k  فقط دو مقدار مثبت برای a به دست می آيد؟ kn| ++ 3 a و n|7 1-- دو رابطۀ
۱۲ (۴  ۱۱ (۳  ۱۰ (۲  ۹ (۱

كاری می كنيم تا n از بين برود:  
 
a n a kn k

a kn a kn

k| |
| |
7 1 7

3 7 21
7

- ¾ ®¾ -

+ ¾ ®¾ +

´

´
SwHn  Sµw

´¨  Hn  ¾õMHnn  »j¾ ®¾¾¾¾ - - Þ +a k a k| |( )21 21  
به زبان قانون تركيب خطی می توانستيم يک دفعه هم بنويسيم:

 a kn k n k| ( ) ( )7 3 7 1 21+ - - = +  
21 (�ه اول است)  31+ =k k عدد +21 عددی اول باشد، برای a فقط دو مقدار مثبت به دست می آيد. در بين گزينه ها فقط به ازای10= k فقط در صورتی كه

به دست می آيد.

دربارة اعداد اوّل و ويژگى هاى آن به صورت كامل و مفصل در درس 5 صحبت مى كنيم.

نتيجه گيری مثلاً  باشد.   n
m

s
r

£ بايد  ، a br s| بگيريم نتيجه  بخواهيم   a bm n| رابطۀ از  اگر   

1 بيشتر است. اين جوری 
2

3 از
4

، چون a b4 3| a نتيجه بگيريم b2 | 3 بيشتر نيست اما می توانيم از
4

2 از
3

a نادرست است، چون b a b4 3 3 2| |Þ

 a b a b sm nrm n r s| |Þ Þ ³ حفظ كنيد:  

3 است: 5´ 4 بيشتر از 4´ يعنی ضرب توان های بيرونی از ضرب توان های درونی كم تر نشود. مثلاً رابطۀ زير درست است چون

 a b a b4 5 3 4| |Þ

Âº»oÃM

Âº»nj

 
البته اثباتش در حالت عددی خيلی هم سخت نيست مثلاً برای همين مثالی كه زديم داريم:

 a b a b a b4 5 3 4 3 5 3 12 15| | |( ) ( ) ·H¼U  ¾M  ¸ÃÎoö Hn  SwHn  ¾ ®¾¾¾¾¾ Þ SSµw  j¼{ïÂ¶
.jo¨  Joò    ¦Ä  njb a b¾ ®¾¾¾¾¾¾ 12 16|  

 o«Äj  ·IÃM  ¾M ·H¼U u§ø¾ ®¾¾¾¾ ¾ ®¾¾¾( ) ( )| |a b a b3 4 4 4 3 4  

، m حداكثر كدام است؟ a bm | 20 a می توان نتيجه گرفت b4 7| از رابطۀ
۱۳ (۴  ۱۲ (۳  ۱۱ (۲  ۱۰ (۱

7 80
80

7
11m m m£ Þ £ Þ £ 20 باشد، پس داريم:  4´ ´7 كوچكتر يا مساوی m شرط اين بود كه

a می توانيم نشان دهيم كه: bn n± با كمک اتحادهای
a بخش پذير است. b- a همواره بر bn n-

7 بر ۴ بخش پذير است. 3
10 10- x بخش پذير است يا - 2 x13 بر 13

2- مثلاً 

a بخش پذير است. bP P- a وقتی n مضرب P باشد، بر bn n- در حالت كلی تر هم
a بخش پذير نيست. b4 4- a بخش پذير است، اما به b3 3- a و b2 2- a بر b18 18- مثلاً

2 بخش پذير است؟ 1n -- 2 بر چه اعدادى به شكل 130-- عددعدد

2 بر 3، 7،  130 - 2 قبول اند؛ يعنى 130 - 2 و 115 - ، 2 110 - ، 2 16 - ، 2 15 - ، 2 13 - ، 2 12 - ، 2 11 - n بايد مقسوم عليه 30 باشد، پس
31، 63، 1023 و ... بخش پذير است.
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a بخش پذير است. bP P+ a بر bn n- nP زوج باشد، a بخش پذير است. در حالت كلی تر فقط در صورتی كه b+ a وقتی n زوج باشد بر bn n-

14 زوج نيست)
2

x2 بخش پذير نيست. ( 22+ x بخش پذير است، اما بر + 2 x14 بر 14
2- مثلاً

3 در چه صورت به 13 مى خورد؟ 2n n-- عددعدد

n زوج باشد يعنى n مضرب 4 باشد.
2 3 است، پس بايد 22 2+ 13 همان

تست تركيبی ببينيد:

2 هم بر ۹ و هم بر ۳۱ بخش پذير باشد، چند جواب دورقمی برای n داريم؟ 1
n -- اگر

۶ (۴  ۳ (۳  ۲ (۲  ۱ (۱

 2 1 2 1
5 - -| n 2 و نيز 1 2 1

3 + -| n بايد

n زوج است يعنی n به ۶ می خورد) و n مضرب ۵ است، يعنی n مضرب ۵ و ۶ است و در اعداد دورقمی، ۳۰، ۶۰ و ۹۰ مناسب اند. (۳تا)
3 پس n مضرب زوج ۳ است (

a بخش پذير است.  bP P+ a بر bn n+ nP فرد باشد، a بخش پذير است و در حالت كلی تر فقط در صورتی كه b+ a وقتی n فرد باشد بر bn n+

20 فرد است.)
4

3 بخش پذير است. (چون 2
4 4+ 3 بخش پذير نيست اما بر 2+ 3 بر 2

20 20+ مثلاً

x مقادير P كدام است؟ y x xP P++ --| 60 60 x و y x yP P++ ++| 50 از روابط50

50 فرد است. 2 10 50P PÞ = , , 60P زوج؛ پس داريم:  50P فرد باشد و بايد

60 زوج است. 1 2 3 5 6 10 30P PÞ = , , , , , ,  
P مناسب است. = 2 P و = بنابراين فقط10

، كدام برای n قابل قبول اند؟ 26 5 1| n ++ 28 و 3 1| n -- اگر
۱۲ (۴  ۴۸ (۳  ۳۶ (۲  ۳۰ (۱

6k و مقدار k  فرد  26 بايد n مضرب فرد ۲ باشد، پس n حتماً به صورت 5 1| n + 3 نتيجه می گيريم n مضرب زوج ۳ است و از 1 3 1
3 + -| n از

است. در بين گزينه ها فقط ۳۰ به اين ويژگی ها می خورد.



ریاضیات گسسته دوازدهم۶۰

(كتاب درسى)- ۵۹ اگر a و b اعداد صحيح باشند، كدام گزينه می تواند نادرست باشد؟ 
ab |0 (۲   ±1| a (۱

a b= ، آن گاه b a| a و b| ۴) اگر   b =0 a يا =0 |0، آن گاه ab ۳) اگر
0 ، به ازای چند مقدار صحيح a برقرار است؟- ۶۰ 3 2

2|a a-- ++ رابطۀ
۴) بيش از ۲  ۲ (۳  ۱ (۲ ۱) صفر 

؟- ۶۱ 2 | n n و |18 چند عدد طبيعی مانند n وجود دارد كه
۴ (۴  ۳ (۳  ۲ (۲  ۵ (۱

؟- ۶۲ 3 | a 5 و |a a وجود دارد كه << 50 چند عدد طبيعی
۷ (۴  ۶ (۳  ۵ (۲  ۴ (۱

m برقرار باشد، آن گاه m چند حالت مختلف دارد؟- ۶۳ m n2
3 1-- ++ | اگر به ازای هر عدد صحيح n، رابطۀ

۴) بيش از ۳  ۳ (۳  ۲ (۲  ۱ (۱
(كتاب درسى)- ۶۴ ، كدام نتيجه می تواند نادرست باشد؟  ab cd== اگر

b cd| 2 (۴  c ab| (۳  d cb| (۲  a cd| (۱
(كتاب درسى)- ۶۵  ( , , )a b cÎÎ كدام يک از گزاره های زير همواره درست است؟

b c a c a+ Þ| | b و a| (۲   a b c a b| |+ Þ a يا c| (۱
bc a b a| |Þ c و a| (۴   a bc a c| |Þ a يا b| (۳

، كدام رابطه الزاماً برقرار است؟- ۶۶ a b c2 2 2>> ++ a و b c2 2 2| ++ اگر
 b c= =0 (۴   a b c= = =0 (۳   | | | |b c= = 1(۲   | | | | | |a b c= = = 1 (۱



۶۱ فصل اول: نظریۀ اعداد

n ،n چند عدد صحيح می تواند باشد؟- ۶۷ n2
3 1++ ++| n و n++ ++1 3

2| اگر
۴ (۴  ۳ (۳  ۲ (۲ ۱) صفر 

، كدام گزينه درست است؟- ۶۸ ab c| a و c| اگر

a c2 | (۴  a b c- | (۳  a b c+ | (۲  b c| (۱
2 كدام نتيجه گيری نادرست است؟- ۶۹ 3x y| از رابطۀ

 8 27
2x y| (۴   2 18

3x y| (۳   4 6
2x y| (۲   x y|6 (۱

3، چند مقدار مختلف برای a وجود دارد؟- ۷۰ 5| a a و P|6 a يک عدد طبيعی و P عدد اول فرد است. اگر داشته باشيم:
۴ (۴  ۳ (۳  ۲ (۲  ۱ (۱

9 درست است؟- ۷۱ 6
1 1n n-- ++| به ازای چند عدد طبيعی يک رقمی n، رابطۀ

۶ (۴  ۵ (۳  ۴ (۲  ۳ (۱

6 عددی طبيعی باشد؟- ۷۲
162

2 1n++
160 و

2
1n-- چند عدد طبيعی n وجود دارد، به طوری كه حاصل هر دو كسر

۴) بی شمار  ۵ (۳  ۴ (۲  ۳ (۱
۷۳ -( )p >> 2 2 بر چند عدد صحيح قابل قسمت است؟ 2p اگر p يک عدد اول باشد، آن گاه

۱۲ (۴  ۱۰ (۳  ۶ (۲  ۵ (۱
72، آن گاه كدام نتيجه گيری می تواند نادرست باشد؟- ۷۴ 2|a اگر

 16 2| a (۴   9 | a (۳   12 | a (۲   18 2| a (۱
؟- ۷۵ 24 2|a a وجود دارد به طوری كه << چند عدد طبيعی30

۴ (۴  ۳ (۳  ۲ (۲  ۱ (۱
چند عدد زوج سه رقمی و مضرب ۲۹ وجود دارد؟- ۷۶

۱۹ (۴  ۱۸ (۳  ۱۷ (۲  ۱۶ (۱
عدد ۱۰۸۰ بر چند عدد مثبت مضرب ۱۲ بخش پذير است؟- ۷۷

۱۶ (۴  ۱۴ (۳  ۱۲ (۲  ۱۰ (۱
، كدام است؟- ۷۸ 160 2|n 81 و 3|n كوچک ترين n طبيعی به طوری كه

۲۴۰ (۴  ۴۸۰ (۳  ۱۲۰ (۲  ۳۶۰ (۱
(1400 خارج)- ۷۹   ( / )10 3 16@@ تعداد اعداد پنج رقمی مضرب18 كه مربع كامل هستند، كدام است؟

 38 (۴   37 (۳   36 (۲   35 (۱
(1400 داخل)- ۸۰   ( / )10 2 1

3 @@ 9 كه مكعب كامل باشند، كدام است؟ تعداد اعداد سه و چهار رقمی مضرب
 7 (۴   6 (۳   5 (۲   4 (۱

(كتاب درسى)- ۸۱ كدام گزينه درست است؟ 
( ) ( )|a b a b a b ab+ + - -3 2 2

3 3 (۲   ( ) ( )|a b a b ab+ + -2 2 (۱

( ) ( )|a b a b ab+ - +2 2 (۴  ( ) ( )|a b a b a b b a+ - + -3 2 2
3 3 (۳

n برقرار است؟- ۸۲ n2 | ! ، رابطۀ n << 10 به ازای چند عدد طبيعی
۷ (۴  ۶ (۳  ۵ (۲  ۴ (۱

، آن گاه:- ۸۳ a b a-- | اگر

a b b- | (۴  a b| (۳  b a b| - (۲  a a b| - (۱
، كدام نتيجه ممكن است درست نباشد؟- ۸۴ a a b| 2 2-- اگر

a a b| 3 3+ (۴  a a b| 3 3- (۳  a a b| 2 2+ (۲  a b| (۱
، آن گاه كدام نتيجه گيری در حالت كلی نمی تواند درست باشد؟- ۸۵ a b a b-- ++| اگر

a b b- |2 (۴  a b a b- +| 3 (۳  a b a b- +| 4 (۲  a b a- |2 (۱

(كتاب درسى)- ۸۶ 11 عضو مجموعۀ اعداد صحيح است؟ 

2 3n ++ به ازای چند مقدار طبيعی n، كسر
۶ (۴  ۴ (۳  ۲ (۲  ۱ (۱



ریاضیات گسسته دوازدهم۶۲

n، كدام است؟- ۸۷ n++ ++1 3 5| مجموع مقادير عدد صحيح n به طوری كه
-4 (۴  -3 (۳  -2 (۲ ۱) صفر 

، برقرار است؟- ۸۸ x a|4 3++ x و a|3 4++ به ازای چند مقدار صحيح x هر دو رابطۀ
۶ (۴  ۴ (۳  ۲ (۲ ۱) صفر 

(كتاب درسى)- ۸۹ ، كدام نتيجه گيری درست است؟   a k|5 3++ a و k|9 4++ ، a >> 1 اگر
 a |45 (۴   a |24 (۳ a (۲ مربع كامل است.  a (۱ عدد اول است.  

، به ازای چند مقدار يک رقمی طبيعی b، عدد a اول است؟- ۹۰ a k b|5 1++ ++ a و k b|9 ++ ، a >> 1 اگر
۷ (۴  ۴ (۳  ۵ (۲  ۶ (۱

2 برقرار است؟- ۹۱ 1 2 3 3
2n n n++ -- ++| برای چند عدد طبيعی n رابطۀ

۲ (۴  ۱ (۳  ۴ (۲ ۱) صفر 
2 از چند نقطه با مختصات طبيعی عبور می كند؟- ۹۲ 3 2 0xy x y-- ++ ++ == منحنی

۳ (۴  ۲ (۳  ۱ (۲ ۱) صفر 

(كنكور تجديد نظر 1401)- ۹۳ y قرار دارد؟  x
x== ++

--
3

2 1
چند نقطه با مختصات صحيح روی تابع هموگرافيک

۴ (۴  ۳ (۳  ۲ (۲  ۱ (۱
۹۴ - ( )kÎÎ n برقرار است؟ k| ++ 5 n و k|5 19++  ،8 4

1 2 1n n++ --| به ازای كدام مقدار n هر سه رابطۀ
۴) نشدنی  ۳ (۳  ۶ (۲  ۸ (۱

ab طبيعی باشد؟- ۹۵
++ 1 a و كسر b| ++ 1 ) در اعداد طبيعی وجود دارد به طوری كه , )a b چند زوج مرتب به صورت

۶ (۴  ۵ (۳  ۴ (۲ ۱) بی شمار 
؟- ۹۶ ( ) |n n++ ++1 3

2 به ازای چند مقدار طبيعی n داريم
۳ (۴  ۲ (۳  ۱ (۲ ۱) صفر 

7، آن گاه لزوماً كدام درست است؟- ۹۷ 2 3| a b++ اگر

7 3 4| a b+ (۴  7 6 4| a b+ (۳  7 3 5| a b+ (۲  7 3| a b+ (۱
(كتاب درسى)- ۹۸ 5، كدام عبارت مضرب ۲۵ است؟   4 1| k ++ اگر

 16 28 6
2k k+ + (۴   16 28 5

2k k+ + (۳   16 28 4
2k k+ + (۲   16 28 8

2k k+ + (۱
m ،36 كدام می تواند باشد؟- ۹۹ 25 40

2| k k m++ ++ . اگر 6 5 1| k ++  وجود دارد كه عددی مانند k در
۴۴ (۴  ۴۳ (۳  ۴۲ (۲  ۴۱ (۱

(خارج 96)- ۱۰۰ ، بر ۲۵ كدام است؟  14 19 6
2n n++ ++ 2 بر ۵ بخش پذير باشد، باقی ماندۀ عدد طبيعی به صورت 1n ++ اگر عدد طبيعی به صورت

۴) صفر  ۳ (۳  ۲ (۲  ۱ (۱
10x نيز بر ۱۱ بخش پذير شود، k كدام عدد می تواند باشد؟- ۱۰۱ ky++ 9 بر ۱۱ بخش پذير باشد، برای اين كه لزوماً 5x y++ اگر

۸ (۴  ۶ (۳  ۴ (۲  ۲ (۱
k بخش پذير است؟- ۱۰۲ k2

1++ ++ k بر k3
2 1++ ++ به ازای چند عدد صحيح k، عبارت

۴) بی شمار  ۲ (۳  ۱ (۲ ۱) صفر 
، كدام نتيجه گيری درست نيست؟- ۱۰۳ a b5 3| اگر

a b8 5| (۴  a b2 | (۳  a b| (۲  a b3 2| (۱
، كدام نتيجه گيری درست است؟- ۱۰۴ a b9 5| اگر

a b7 3| (۴  a b2 | (۳  a b5 2| (۲  a b5 3| (۱

5 بر كدام يک از عددهای زير بخش پذير است؟- ۱۰۵ 4
24 36-- عدد

۱۲ (۴  ۱۳ (۳  ۱۱ (۲  ۹ (۱
كدام يک از گزاره های زير نادرست است؟- ۱۰۶

a a13 52
1 1+ +| (۴  a a3 15

1 1+ +| (۳  a a4 12
1 1+ +| (۲  a a13 52

1 1+ -| (۱
a18 بر كدام يک بخش پذير نيست؟- ۱۰۷ 1-- ،a برای هر عدد صحيح

a3 1- (۴  a6 1- (۳  a3 1+ (۲  a6 1+ (۱



۶۳ فصل اول: نظریۀ اعداد

} از مجموعۀ اعداد طبيعی كم تر از ۱۰۰ كدام است؟- ۱۰۸ : }|n n
65 2 1++ تعداد عضوهای مجموعۀ

۹ (۴  ۸ (۳  ۷ (۲  ۶ (۱
3 بر عدد ۳۵ كدام است؟- ۱۰۹ 2

42 42-- باقی ماندۀ تقسيم عدد
۶ (۴  ۵ (۳  ۱ (۲ ۱) صفر 

كدام يک از گزاره های زير نادرست است؟- ۱۱۰

1023 2 1
80| - (۴  33 2 1

80| + (۳  130 7 3
20 40| - (۲  29 2 5

90 90| + (۱



۲۲۳ فصل اول: نظریۀ اعداد

درست است. هر عدد صحيح a بر1± بخش پذير است.. ۵۹  .
هم درست است. صفر بر هر عدد صحيح ab بخش پذير است. 

 . b =0 a يا =0 ab بر صفر بخش پذير باشد، آن گاه اين گزينۀ می گويد اگر
اين هم درست است. دقت كنيد كه اگر عددی بر صفر بخش پذير باشد، آن عدد حتماً 
0 0 0 0| ab ab a bÞ = Þ = =IÄ صفر است: 

، يعنی a و b بر هم بخش پذير باشند،  b a| a و b| نادرست است. اگر
a (به تنهايی)  b= ؛ پس نتيجه گيری a b= ± | است. يعنی | | |a b= آن گاه

درست نيست.
بشود . ۶۰ بخش پذير  صفر  بر  تا  باشد  صفر  بايد   a a2

3 2- +

(ساير اعداد بر صفر تقسيم نمی شوند).
a a a a a2

3 2 0 1 2 0 1 2- + = Þ - - = Þ =( )( ) IÄ پس: 
پس به ازای ۲ عدد صحيح a برقرار است.

2 يعنی n فرد . ۶۱ | n n يعنی n مقسوم عليه ۱۸ است و |18
است پس دنبال مقسوم عليه های فرد ۱۸ هستيم.

با كمی جستجو ۱۸ بر اعداد فرد ۱، ۳ و ۹ بخش پذير است پس ۳تا 
مقدار طبيعی برای n داريم.

3 داريم كه چون مقسوم عليه فرد می خواهيم  2
2 1´ در تجزيۀ ۱۸،

21 را انتخاب نكنيم. بنابراين تجزيۀ مقسوم عليه فرد طبيعی به صورت بايد حتماً
30 است و ۳ حالت دارد. 1 2 IÄ  IÄ 

كه . ۶۲ ۵ هستيم  مضارب  دنبال  از ۵۰  كم تر  اعداد طبيعی  در 
مضرب ۳ نباشند.

 49

5
9

é
ëê

ù
ûú

= تعداد مضارب ۵ از ۱ تا ۴۹ برابر است با: 

 49

15
3

é
ëê

ù
ûú

= در بين آن ها، ۳ عدد مضرب ۵ و ۳ يعنی مضرب ۱۵ هستند: 
اين اعداد (يعنی ۱۵، ۳۰ و ٤٥) را نمی خواهيم.

 9 3 6- = پس جواب می شود: 
۶۳ . m m2

3 1- + بر  n صحيح  عدد  هر  سؤال،  صورت  طبق 
 m m2

3 1 1- + = ± كه دارد  امكان  وقتی  فقط  اين  و  است  بخش پذير شده 
باشد:

m m m m m

m m m m m

2 2

2 2

3 1 1 3 0 0 3

3 1 1 3 2 0 1 2

- + = Þ - = Þ =

- + = - Þ - + = Þ =

ì
í
ï

îï

IÄ

IÄ
 

پس m دارای مقادير ۰، ۱، ۲ و ۳ است؛ يعنی بيش از ۳ حالت دارد.
ab نتيجه می شود cd مضرب b و a است؛ . ۶۴ cd= از رابطۀ

 d ab| c و ab| . هم چنين ab مضرب c و d است؛ پس b cd| a و cd| پس
درست اند. و   ، و بنابراين گزينه های 

. حالا طرف  b cd| را ببينيد: گفتيم cd مضرب b است؛ پس دليل درستی 
راست را در d ضرب كنيم (اجازه داريم طرف راست را در عدد دلخواه ضرب 

. b cd| 2 كنيم)؛ پس
درست نيست. يعنی در مورد اين كه cb مضرب d هست، اطلاعی نداريم. اما 

در   ادعا شده اگر جمع دو عدد بر a بخش پذير باشد؛ حداقل . ۶۵  .
3 به ۴ می خورد اما  5+ يكی بر a بخش پذير است. خب اين كه درست نيست، مثلاً
ادعا شده اگر عددی به جمع دو عدد بخش پذير  ۳ يا ۵ به ۴ نمی خورند. در 
2 بخش پذير است اما به ۲ يا  3+ باشد، بر تک تک آن ها بخش پذير است؛ مثلاً ۵ بر
 a بخورد، حداقل يكی به a گفته شده اگر ضرب دو عدد به گفته شده اگر ضرب دو عدد به ۳ نمی خورد. در 
بخش پذير است. البته اين دربارۀ اعداد اول درست است اما در مورد اعداد مركب درست 

3 بر ۶ بخش پذير است اما ۳ يا ۴ به ۶ نمی خورند. 4´ نيست. مثال نقض می زنيم:
درست است. ببينيد:

bc a a bcq b cq bq b a| |( )Þ = = = ¢ Þ  

bc a a bcq c bq cq c a| |( )Þ = = = ¢¢ Þ  
يعنی اگر عددی به حاصل ضرب b و c بخورد، به تک تک آن ها هم می خورد.

حتماً. ۶۶ آن گاه   ، x y| اگر عادكردن،  رابطۀ  ويژگی های  طبق 
و  a b c2 2 2| + گفته سؤال  صورت  الان  است.   | | | |x y£ يا  y =0

؛ يعنی قدر مطلق سمت راستی، از سمت چپی كم تر است، پس  a b c2 2 2> +

حتماً سمت راستی صفر بوده:
 | | | |a b c b c b c2 2 2 2 2

0 0< + Þ + = Þ = =
.SvÃº  ¸ÄH  ¾Tÿ¬  ÏHâ¼w
� ��� ���  

a يا b c b c2 2 2 2 2
0| + Þ + =  

نيست؟  درست   0 0| مگر نكنيم؟  انتخاب  را  چرا 
ازای به   a b c2 2 2> + رابطۀ چون  خب  می پرسيد)  شما  را  (اين 

a برقرار نمی شود. b c= = =0

حتماً . ۶۷ باشند،  بخش پذير  هم  بر  دو  هر   b و   a عدد  دو  اگر 
a b b a a b a b| |, | | | |Þ = Þ = ± قدرمطلق آن ها برابر است: 

n n

n n
n n

2

2

2
3 1

1 3

3 1
+ +

+ +

ü
ý
ï

þï
Þ + = ± +

|
|

( ) پس داريم: 

n n n n

n n n n n

2 2

2 2

3 1 2 0

3 1 1 4 0

+ = + Þ - + = Þ

+ = - + = - - Þ + + = Þ

jnHkº ¾zÄn

jnHk( ) ºº ¾zÄn

ì
í
ï

îï
 

۶۸ .c abq= ab داريم:  c| از رابطۀ

. برای ساير گزينه ها مثال نقض  b c| c و در نتيجه b aq bq= = ¢( ) بنابراين 

3 15 3 5 15 3 5 15
2 | | |, ,- + 3 اما  5 15´ | داريم:  

2 اجازه داريم طرف راست را در هر ضريب . ۶۹ 3x y| از رابطۀ
ضرب كرده يا به هر توانی برسانيم. پس:

2 3 2 18
6 3

2

x y x yy| | nj  SwHn  ýoö
j¼{ïÂ¶  Joò¾ ®¾¾¾¾¾  

هم چنين اجازه داريم دو طرف را در هر ضريب ضرب كنيم. پس:

 2 3 4 6 4 6
2

2x y x y x yy| | |ýoö  »j SwHn  ýoö
 nj  Joò´¾ ®¾¾¾ ¾ ®¾¾¾  

چپ،  طرف  جای  به  يعنی  كنيم.  كوچک تر  را  چپ  طرف  می توانيم  راستی 
مقسوم عليه آن را قرار دهيم. پس:

2 3 3
2x y x yx
x| | ÁI]  ¾M

.´ÄnHm«M    ´ÃºH¼UïÂ¶
SwHn  ýoö¾ ®¾¾¾¾¾¾
22

6 nj  Joò¾ ®¾¾¾ x y|  



ریاضیات گسسته دوازدهم۲۲۴

8x رسيده و  2x به برسيم. چون طرف چپ از اما هيچ وقت نمی توانيم به 
۴ برابر شده اما طرف راست ۴ برابر نشده است.

5a بر ۳ بخش پذير است، چون ۵ . ۷۰ ، يعنی اين كه 3 5| a از رابطۀ  .
. a k= 3 3 يا | aمضرب ۳ است. پس a بر ۳ بخش پذير نيست نتيجه می گيريم

3 و با تقسيم دو طرف بر ۳ نتيجه می شود 6k p| a داريم p|6 حالا در رابطۀ
2p باشه و ۴ جواب دارد. k و بنابراين k می تواند ۱ يا ۲ يا P يا p|2

a هم ٤ جواب داريم. k= 3 پس برای

p بود از  = 2 دقت كنيد كه p عدد اول فرد است. (اگر
k فقط ۳ جواب داشتيم.) p|2 رابطۀ

بگيريم. ۷۱ نتيجه  می توانيم   ، a am n| و باشد   a > اگر1

 9 6 3 3 2
1 1 2 2 1 1n n n n n- + - + +Þ ´| | m. پس:  n£

 Þ - £ + Þ £ Þ =2 2 1 3 1 2 3n n n n , ,  
دقت داريد مهم اين است كه توان ۳ در سمت راست بيشتر باشد و عامل های ۲ 

مشكلی ايجاد نمی كنند.
پس به ازای سه عدد طبيعی يک رقمی رابطۀ گفته شده برقرار است.

حاصل يک كسر وقتی عددی صحيح می شود كه صورت بر . ۷۲
. ab b aÎ Þ | مخرج بخش پذير باشد يا مخرج صورت را عاد كند؛ يعنی

بايد  راست  سمت  (توان   m n a am n£ Û | داريم:  ، a ¹ -0 1 1, , اگر
 162 6

2 1| n+ , |2 160
1n- بزرگ تر يا مساوی توان سمت چپ باشد). 

 162 3 2 160 2 5
4 5= ´ = ´, اعداد را تجزيه می كنيم: 

(I) . n £ 6 n و - £1 5 2، پس 2 5
1 5n- ´|

در سمت   ۲ عدد  توان   ،n طبيعی  عدد  هر  ازای  به   . 3 2 3 2
4 2 1 2 1´ ´+ +| n n

. اما بايد ( )1 2 1£ +n راست بزرگ تر يا مساوی از توان ۲ در سمت چپ است
 . 3
2

£ n 4 نيز برقرار باشد؛ پس 2 1£ +n
(II) 2 £ n چون n طبيعی است، بايد

n (يعنی ۵ مقدار) می تواند  = 2 3 4 5 6, , , , ,(II) و (I) با اشتراک بين دو جواب
داشته باشد.

2 بخش پذير است. پس ۶ تا . ۷۳ 2p 2p و ، p2 ،p ،۲ ،۱ 2 بر 2p
مقسوم عليه مثبت و ۱۲ تا مقسوم عليه صحيح دارد.

2 بخش پذير باشد پس در تجزيۀ a حتماً . ۷۴ 3
3 2´ a2 بر بايد

22 را داريم. عامل های31 و
درسته) يعنی a بر ۱۲ بخش پذير است (

 144 2| a 122 بخش پذير است:  a2 به بنابراين
هم درست اند. و  و چون ۱۸ و ۱۶ مقسوم عليه ۱۴۴ هستند 

می تواند نادرست باشد.می تواند نادرست باشد. اما 
۷۵ . 2 3

3 2´ | a 24 داريم:  2| a از رابطۀ
22 داشته باشيم؛ يعنی a مضرب ۱۲ است. در  پس بايد در تجزيۀ a حداقل31 و

 24 12, بين اعداد ۱ تا ۲۹ فقط دو تا عدد مضرب ۱۲ داريم:
پس دو تا جواب برای a داريم.

58k است.. ۷۶ 2 يعنی 29k( عدد زوج مضرب ۲۹ حتماً به صورت( عدد زوج مضرب . 
 100 58 1000£ <k حالا بايد سه رقمی باشد، پس داريم: 

 ¸¾ ®¾¾ £ <58 100

58

1000

58
k با تقسيم دو طرف بر a خواهيم داشت: 

.17 2/ 1000 تقريباً می شود
58

 1 72 17 2/ /£ <k پس داريم: 
مقادير صحيح k از ۲ تا ۱۷ هستند كه تعدادشان ۱۶تا است.

كافی است تعداد اعداد مثبت كافی است تعداد اعداد مثبت k را طوری به دست آوريم كه. ۷۷

12q، پس: k= 12. از رابطۀ دوم | k k و |1080
 12 1080 90

12q q| |¸¾ ®¾¾  
پس q بايد مقسوم عليه ۹۰ باشد:

 q =1 2 3 5 6 9 10 15 18 30 45 90, , , , , , , , , , ,  
به ازای هر q دقيقاً يک k  به دست می آيد؛ پس ۱۲ مقدار برای k به دست می آيد.

۷۸ . 32 81 باشد پس در تجزيۀ n بايد حداقل 3
4= n3 بايد در

داشته باشيم (31 كافی نيست).

5 داشته باشيم  2
1 3´ 160 باشد پس در تجزيۀ n بايد 2 5

5 1= ´ n2 بايد در
3 بخش پذير است: 5 2

2 1 3´ ´ پس n حتماً بر
 9 5 8 360 360´ ´ Þ ¾ ®¾¾ =Î| | minn n nn   

يعنی كم ترين مقدار طبيعی n برابر ۳۶۰ است.

۷۹ . 18
2 3

2
2

2
| x xÞ

´
Î x2 می ناميم. داريم:  عدد راعدد را

x حتماً بايد زوج باشد و يک عامل اگر بخواهيم اين كسر عددی صحيح باشد،

 x q x q= Þ =6 36
2 2 3 داشته باشد؛ بنابراين: 

از طرفی عدد پنج رقمی است، بنابراين:
 10000 36 100000

2£ <q  
 ´ÄoÃ¬ïÂ¶ nm]¾ ®¾¾¾¾ £ <100 6 100 10q  
 100 6 316 16 6 52 6£ < Þ < <q q/ /  
 52 17 1 36- + = ازای به  نتيجه  در  و   qÎ{ , , , }17 18 52 بنابراين

عدد رابطه برقرار است.
x3 است. . ۸۰ فرم كلی عددی كه مكعب كامل باشد، به صورتفرم كلی عددی كه مكعب كامل باشد، به صورت

3 باشد، پس: x بايد حتماً مضرب 9 بخش پذير باشد، x3 بر اگر

 x q x q= Þ =3 27
3 3  

x3 را پيدا می كنيم: حالا مقادير سه و چهار رقمی

 100 10000 100 27 10000
3 3£ < Þ £ <x q  

 ´ÄoÃ¬ïÂ¶  ³¼w  â¾zÄn¾ ®¾¾¾¾¾ £ <100 3 10000
3 3q  

 Þ £ £ Þ £ £ ´10

10

3 10 10
10

2 1
3 10 2 1

3

3q q
/

/  

 Þ £ £ Þ £ £4 76 3 21 1 5 7/ /q q  

 Þ =q 2 3 4 5 6 7, , , , ,  
پس به ازای ۶ عدد رابطه برقرار است.

ساده . ۸۱  a b a b+ +| 2 2 صورت به  و  گزينه های گزينه های 

 a b a b+ +| 3 3 ، 2 فرد نيست). ساده شدۀ 
1

می شوند كه درست نيست (

a می رسيم  b a b+ -| 3 3 به 3 فرد است). اما در 
1

است كه درست است (

3 زوج نيست.)
1

كه نادرست است. (

اگر دو طرف را بر n تقسيم كنيم، داريم:. ۸۲

n n n nn2
1| |! ( )!¸¾ ®¾ -  

) به n بخورد. )!n -1 يعنی بايد



۲۲۵ فصل اول: نظریۀ اعداد

اما برای nهای  n اين رابطه برقرار است  = 9 n و = 8 ، n = 6 ، n = برای1
اول و ۴، برقرار نمی شود؛ پس برای ۴ عدد طبيعی n، رابطۀ مذكور برقرار است.

خودمان يک رابطۀ بديهی می نويسيم:. ۸۳
a b a b

a b a

- -

-

|
|

طبق صورت سؤال: 

´Ã¹¨ ´¨ Hn IÀïSwHn Sµw¾ ®¾¾¾¾¾¾ - - - Þ -a b a a b a b b| |( ) بنابراين: 
a b a a b b- Þ -| | بنابراين نتيجه گرفتيم: 

a را بنويسيم، داريم:. ۸۴ a| 2 اگر خودمان رابطۀ بديهی

a a b

a a
a b

|
|

|
2 2

2
2-

¾ ®¾¾¾¾¾¾¾´Ã¹¨ ´¨ ´À pH Hn SwHn ýoö  

a اطلاعی نداريم و   لزوماً صحيح نيست. b| پس در مورد

؛ يعنی  درست است. a a b| 2 2+ a داريم: a| 2 a و b| 2 اما با

 a b| 3 . حالا با a b| 3 ، طرف راست را بزرگ می كنيم و داريم a b| 2 هم چنين از

هم درست اند. و  a و گزينه های  a b| 3 3± a می توان گفت a| 3 و

بديهی. ۸۵ رابطۀ  كمک  با   a b a b- +| رابطۀ از 
، داريم: a b a b- -|

a b a b a b a- + ¾ ®¾¾ -| |Íµ] 2  

a b a b a b b- - ¾ ®¾¾ -| |¢ÄoÿU 2  

 a b a a b
a b

- + +
+

|2
3

� �� �� حالا اگر طرف راست  را با فرض سؤال جمع كنيم:

را نمی توانيم تأييد كنيم. هم درست است؛ اما  كه 

۸۶ . 2 3n + بر  ۱۱ كه  می شود  صحيح  عدد  وقتی  كسر  اين 
11± شود: 2 يكی از اعداد1± يا 3n + بخش پذير باشد؛ يعنی

2 3 1 2n n+ = - Þ = -  
2 3 1 1n n+ = Þ = -  
2 3 11 7n n+ = - Þ = -  
2 3 11 4n n+ = Þ =  

پس ۴ مقدار صحيح و فقط يک مقدار طبيعی برای n داريم.

است، n عدد طبيعی  وقتی  اول هم می شد گفت كه  از 
2 از ۵ كم تر نخواهد بود؛ پس تنها عددی كه ۱۱ بر آن بخش پذير شود  3n +

(و از ۵ كم تر نباشد)، ۱۱ است: 
2 3 11 2 8 4n n n+ = Þ = Þ =  

يعنی يک مقدار طبيعی n داريم.

تركيب . ۸۷ ويژگی  و   n n+ +1 1| بديهی رابطۀ  از 

بديهی : |n n+ +1 1 خطی استفاده می كنيم: 
سؤال گفته : |n n+ +1 3 5  

Âõi KÃ¨oU

½H¼h²j KÄHoò

¾ ®¾¾¾ + - + + + Þ +n n n n1 3 1 1 3 5 1 2| |( ) ( )
↖ ↗  

 a rb sc| + گرفت نتيجه  می توان   ، a c| و  a b| وقتی
 b و c تركيب خطی ، rb sc+ كه در آن r و s ضرايب دلخواه هستند و به

می گوييم.

 n مقادير  باشد.   ±2 يا بايد±1   n يعنی1+ ؛  n +1 2| كه فهميديم  پس 
n n n n+ = Þ = + = - Þ = -1 1 0 1 1 2, عبارت اند از: 
n n n n+ = Þ = + = - Þ = -1 2 1 1 2 3,  

4- است. 0 يعنی 2 1 3+ - + + -( ) ( ) و مجموع آن ها
می كنيم،  استفاده   x a f x x a f a- Þ -| |( ) ( ) رابطۀ از   

يعنی ريشۀ سمت چپ را در سمت راست جای گذاری می كنيم.

n n nn
n+ + ¾ ®¾¾ + - ++ =

=-1 3 5 1 3 1 5
1 0

1
| | ( )  

Þ + Þ + = ± ± Þ = - -n n n1 2 1 1 2 0 2 1 3| , IÄ IÄ IÄ  
با استفاده از ويژگی تركيب خطی، a را حذف كنيم:. ۸۸

x a

x a
x a a

|
|

| ( ) ( )
3 4

4 3

4 3 4 3 4 3
+

+

ì
í
ï

îï
¾ ®¾¾¾ + - +Âõi KÃ¨oU

½H¼h²j K
↖ ↗

ÄÄHoò

 

Þ + - - Þ Þ = ± ±x a a x x| |12 16 12 9 7 1 7IÄ  
پس برای ۴ مقدار صحيح x، روابط مورد نظر سؤال برقرارند.

سمت راست ها را به ترتيب در ۵ و ۹ ضرب می كنيم:. ۸۹

 
a k

a k

a k

a k

a k

a k

|
|

|
|

|
|

( )

( )

9 4

5 3

5 9 4

9 5 3

45 20

45 27

+

+

ì
í
ï

îï
Þ

+

+

ì
í
ï

îï
Þ

+

+

ìì
í
ï

îï
 

a و  | 7 45k خط بخورند و داريم: حالا طرف راست ها را از هم كم می كنيم تا
a است كه يک عدد اول است. = 7 ، a با توجه به شرط1<

هر عدد اول مثل p فقط دو مقسوم عليه مثبت دارد؛ پس اگر . ۹۰
؛  a p= يا  a نتيجه می گيريم1=  ، ( )|a p p را عاد كند a عدد  عدد طبيعی 
 a . اگر1< a = 7 a يا ، نتيجه می گيريم1= a | 7 مثلاً اگر a عددی طبيعی و

. a = 7 باشد نيز نتيجه می شود
گام اول: با ضرب سمت راست در اعداد مناسب كاری می كنيم تا k از بين برود:

 a k b a k b| |9 45 5
5+ ¾ ®¾ +´  

 a k b a k b| |( )
5 1 45 9 9

9+ + ¾ ®¾¾ - - -´ -  

 a b|- -4 9 سمت راست دو رابطه را جمع می كنيم: 
به  می توانيم  را  دوم  گام  رابطۀ  پس  ندارد؛  فرقی   a x|- با  a x| دوم: گام 

a ببينيم. b|4 9+ صورت
 b b= Þ + =1 4 9 13 ببينيم به ازای كدام: 
 b b= Þ + =2 4 9 17  
 b b= Þ + =3 4 9 21  
 b b= Þ + =4 4 9 25  
 b b= Þ + =5 4 9 29  
 b b= Þ + =6 4 9 33  
 b b= Þ + =7 4 9 37  
 b b= Þ + =8 4 9 41  
 b b= Þ + =9 4 9 45  
4 عددی اول می شود كه با توجه به توضيحات بالا و 9b +  ،b به ازای ۵ مقدار

، a نيز به ازای اين ۵ مقدار b عددی اول است.  a >1

اگر . ۹۱ و  است   n = - 1

2
عبارت سمت چپ، ريشۀ 

آن را در سمت راست قرار بدهيم، كسری نمی شود، ببينيد:
2 1 2 3 3

2n n n+ - +|  

n
n

=-
¾ ®¾¾ + - - - + = + + =

1

2 2
2 1 2

1

2
3

1

2
3

1

2

3

2
3 5| ( ) ( )  



ریاضیات گسسته دوازدهم۲۲۶

5± باشد. 2 بايد1± يا 1n + 2 و بنابراين 1 5n + | پس
2 1 1 0n n+ = Þ =  2 1 5 2n n+ = Þ =  
2 1 1 1n n+ = - Þ = -  2 1 5 3n n+ = - Þ = -  

n داريم. = 2 پس فقط يک مقدار طبيعی
اگر طرف راست را در ۲ ضرب كنيم (اجازه داريم)، می توانيم كل آن 
2 1 2 3 3

2n n n+ - +| 2n بنويسيم:  را برحسب

Þ + - + = - +2 1 2 2 3 3 4 6 6
2 2n n n n n| ( )  

= - +( ) ( )2 3 2 6
2n n  

2 است. 1n = - حالا ريشۀ سمت چپ،
2 1 2

2 1 1 3 1 6 2 1 10
n n n=-¾ ®¾¾ + - - - + Þ +| |( ) ( )  

2 عددی فرد است و از بين اعدادی كه ۱۰ را می شمارند، 1n + دقت كنيد كه
2 1 1 5n + = ± ±IÄ 5± باشد؛ پس داريم:  2 فقط می تواند1± يا 1n +

n را می دهند. = 2 كه فقط يک مقدار طبيعی
اول ضابطۀ منحنی را اصلاح كنيم:. ۹۲

2 3 2 0 2 3 2xy x y xy y x- + + = Þ + = -  

Þ + = - Þ = -
+

y x x y x
x

( )2 1 3 2
3 2

2 1
 

2 و داريم: 1 3 2x x+ -| پس بايد

2 1 3 2 2 1 3
1

2
2

7

2

2 1 0

1

2

x x xx

x
+ - ¾ ®¾¾¾ + - - = -+ =

=-
| | ( )  

Þ + - Þ + = ± ± ¾ ®¾¾ =Î
2 1 7 2 1 1 7 3x x xx| ,   

y می شود؛ پس فقط نقطۀ = 1 x است كه به ازای آن، = 3 تنها جواب طبيعی
) را داريم. , )3 1

و . ۹۳  2 1 3x x- +| باشد: بخش پذير  مخرج  بر  صورت  بايد 
.2 1 2 1x x- -| می دانيم

 2 1 2 3 2 1x x x- - + + -| ( ) طبق قانون تركيب خطی داريم: 
آن از  كه  باشد   ±7 يا بايد±1   2 1x - پس  2 1 7x - -| بنابراين

x به دست می آيد. يعنی ۴ نقطه. = -1 0 4 3, , ,
، آن گاه . ۹۴ ( )a > 1  a am n| m دو عدد طبيعی و n» اگر

 8 4 2 2
1 2 1 3 3 4 2n n n n+ - + -Þ| |  .m n£ بايد

 Þ + £ - Þ £3 3 4 2 5n n n   (۱)  

 
n k

n k n k
n

n
n
n
n

|
| |

|5 19

5 5 25

6

1

2

3

6

5

+

+ ¾ ®¾ +

ì
í
ï

îï
¾ ®¾

=
=
=
=

´
´¨   (۲)  

n قابل قبول است. = 6 با توجه به دو شرط (۱) و (۲) فقط

مخرج . ۹۵ بر  صورت  كه  می شود  طبيعی  وقتی   a
b
+1 كسركسر

بخش پذير باشد. داريم:
 
a b

b a
ab ab a b ab a b

|
|

| |+

+
Þ + + + Þ + +

1
1

1 1  

ab و رابطه برقرار  a b> + +1 اگر a و b هر دو بزرگ تر يا مساوی ۳ باشند،
نمی شود؛ پس با جست وجو داريم:

 a b b= Þ Þ = Þ1 2 1 2 1 1 1 2| , ( , ) , ( , )  

 a b b b= Þ + Þ = Þ2 3 2 1 1 3 2 1 2 3| |, , ( , ) , ( , )  

 a b b b= Þ + Þ = Þ3 3 1 4 2 3 2| |, ( , )  
پس ۵ زوج  مرتب وجود دارد.

) باشد. ببينيم:. ۹۶ )n +1 2 n بتواند بيشتر از + 3 به نظر نمی آيد  .
 a b a bb| | | | |¹¾ ®¾¾ £0  

 ( ) | ( ) | | ||n n n nn
n+ + ¾ ®¾¾ + £ +Î

+ ¹1 3 1 3
2

3 0

2  

 .k¹TvÀ  SLX¶  »j  oÀ¾ ®¾¾¾¾¾¾ + £ + Þ + + £ +( )n n n n n1 3 2 1 3
2 2  

 Þ + - £ Þ + - £n n n n2
2 0 2 1 0( ) ( )  

 S¶°ø  ¸ÃÃ÷U¾ ®¾¾¾¾ - £ £2 1n  
n است. = 1 پس تنها مقدار طبيعی n، كه امكان برقراری عادكردن را می دهد،

 n=¾ ®¾¾ + + Þ1 2
1 1 1 3 4 4( ) | | كنترل كنيم: 

n قبول است و فقط همين يک مقدار را برای n داريم. = پس1
، پس داريم:. ۹۷ 7 7 7| a b+ می دانيممی دانيم

7 7 7

7 2 3

|
|
a b

a b

+

+

ì
í
ï

îï
¾ ®¾¾¾¾¾´Ã¹¨ïÂ¶ ´¨ ´À pH Hn SwHn ÁIÀïýoö¾¾¾¾¾ +7 5 4| a b  

7 2 3| a b+ دوباره فرض سؤال را بنويسيم: 

7 3| a b+ اگر طرف راست ها را كم كنيم: 
اين   است.

 b = 4 a و = ، مثلا1ً 7 2 3| a b+ باشند كه b طوری  و   a بايد 
می تواند باشد. حالا اين مقادير را در گزينه ها جای گذاری كنيد، می بينيد كه فقط 
3 3 1 4 7 7 3a b a b+ = + = Þ +( ) ( ) |   درست است. 

5 را به توان ۲ می رسانيم:. ۹۸ 4 1| k + اول دو طرف رابطۀ

 5 4 1 25 16 8 1
2 2 2| |( )k k k+ Þ + +  (۱)  

 25 20 5| k + 5 را در ۵ ضرب می كنيم:  4 1| k + حالا يک  بار هم دو طرف رابطۀ
حالا چون سمت چپ های (۱) و (۲) يكی هستند؛ پس سمت راست ها را با هم 
 25 16 28 6

2| k k+ + جمع می كنيم: 
، بنابراين:. ۹۹ ka kb| a و bn n| ، آن گاه a b| اگر

 6 5 1 36 25 10
2

2| |k k k+ ¾ ®¾¾¾¾¾ +¾M  Hn  ýoö  »j
.´ÃºIwnïÂ¶    ·H¼U ++1  

 6 5 1 36 30 6
6

| |k k+ ¾ ®¾¾¾¾¾ +nj  Hn  ýoö  »j
.´Ã¹¨ïÂ¶  Joò  

 
+

+ +36 25 40 7
2| k k

هر عدد خودش را عاد می كند؛ پس:

 
36 25 40 7

36 36

36 25 40 43

2

2
|
|

|( )k k
k k

+ +
¾ ®¾¾ + ++  

5 داريم:. ۱۰۰ 2 1| n + از رابطۀ

5 2 1

25 4 4 1

25 10 5

2

5
| |

|
n

n n

n n

+
¾ ®¾¾ + +

¾ ®¾ + ¾´

2 ·H¼U ¾M

SwHn ýoö
oMHoM ®®¾¾¾ +25 10 5

2| n n
 

حالا طبق ويژگی تركيب خطی می نويسيم:

25 4 4 1 10 5 10 5
2 2| ( ) ( ) ( )n n n n n+ + + + + +  

25 14 19 6
2| n n+ + پس: 

يعنی اين عبارت بر ۲۵ بخش پذير است و باقی مانده می شود صفر.
n n= Þ +2 5 2 1| n شرط مسئله را برقرار می كند.  = 2

كه   ۱۰۰ يعنی   14 4 19 2 6´ + ´ + می شود  14 19 6
2n n+ + جواب حالا 

باقی مانده اش بر ۲۵، صفر است.



۲۲۷ فصل اول: نظریۀ اعداد

11. حالا x را با تركيب . ۱۰۱ 10| x ky+ 11 و 9 5| x y+ داريم
11 9 10 10 9 5| ( ) ( )x ky x y+ - + خطی حذف می كنيم: 
Þ + - - Þ -11 90 9 90 50 11 9 50| | ( )x ky x y k y  

 k = 8 9 به ۱۱ بخورد؛ در نتيجه 50k - پس k بايد طوری انتخاب شود كه
9 به ۱۱ می خورد. 8 50 22( ) - = مناسب است و

۱۰۲ . k k k k2 3
1 2 1+ + + +|  

I) k k k k k k k k kk2 2 2 3 2
1 1 1+ + + + ¾ ®¾ + + + +´| |  

II) k k k k2 2
1 1+ + - -| سمت راست دو رابطه را كم می كنيم تا نتيجه شود: 

 k k k2
1 2 2+ + +| دوباره سمت راست دو رابطۀ (I) و (II) را كم می كنيم: 

k باشد، سمت چپ بزرگ تر از سمت راست بوده و رابطه برقرار نمی شود. ³ الف) اگر2
k برقرار نيست. = k رابطه برقرار است و به ازای1 = -0 1, ب) به ازای

k نيز باز هم سمت چپ بزرگ تر شده و رابطه برقرار نمی شود؛  £ -2 پ) به ازای
پس به ازای دو مقدار صحيح، رابطۀ عادكردن برقرار می شود.

نتيجه . ۱۰۳ می توان   a bn m| رابطۀ از  باشد،   m
n

r
s

£ اگر

3 برقرار نباشد. بين 
5

£ r
s

. پس بايد گزينه ای را انتخاب كرد كه a bs r| گرفت
مناسب است.مناسب است. گزينه ها، 

a b a b5 3 2 1 3

5

1

2
| | ( )Þ £  

۱۰۴ .. 5
9

3

5
£ a مناسب است، زيرا b5 3| 5 باشد؛ پس

9
£ r
s

بايد  .

a می توانيم . ۱۰۵ bp p- a بر bn n-  ما در مورد بخش پذيری
5 را به صورت توان های مساوی درمی آوريم: 4

24 36- نظر بدهيم. پس اول

5 4 5 4 25 64
24 36 2 12 3 12 12 12- = - = -( ) ( )  
39- بخش پذير است و بنابراين به ۱۳ می خورد.  25، يعنی 64- اين عدد بر

- - Þ -39 25 64 13 25 64
12 12 12 12| |  

شرط ها را مرور كنيم:. ۱۰۶

n فرد باشد؛ پس:
p

a لازم است b a bp p n n+ +| برای

a a3 15
1 1+ +| 15فرد است) 

3
5= ) :

a a4 12
1 1+ +| 12 فرد است) 

4
3= ) :

a a13 52
1 1+ +| 52 فرد نيست) 

13
4= ) :

n زوج باشد؛ پس:
p

a لازم است b a bp p n n+ -| برای

a a13 52
1 1+ -| 52 زوج است) 

13
4= ) :

۱۰۷ . n
p

a اين است كه bp p+ a بر bn n- شرط بخش پذيری
زوج باشد. پس  غلط است:

 a a6 18
1 1+ -| 18 زوج نيست)

6
3= )  

a a3 18
1 1+ -| 18 زوج است)

3
6= ) درست است:  اما 

 ، a bp p- a بر bn n- هم شرط بخش پذيری و  در مورد گزينه های 

n عدد طبيعی باشد؛ يعنی n به p بخورد. چون ۱۸ به ۶ و ۳ می خورد.
p

اين است كه

a a3 18
1 1- -| 18 طبيعی است) 

3
) :

a a6 18
1 1- -| 18 طبيعی است) 

6
) :

داريم. ۱۰۸ پس  است؛   2 1
6 + صورت به   ۶۵

n فرد باشد؛ پس بايد n، مضرب فرد ۶ 
6 2. شرطش اين است كه 1 2 1

6 + +| n
باشد. مقادير n از ۱ تا ۹۹ عبارت اند از:

1 6 3 6 5 6 7 6 9 6 11 6 13 6 15 6´ ´ ´ ´ ´ ´ ´ ´, , , , , , ,  
يعنی ۸ مقدار برای n داريم.

] است. ]99

6
16= تعداد كل مضارب ۶ از ۱ تا ۹۹ برابر با

نصف آن ها مضرب فرد هستند، پس ۸ تا مضرب فرد ۶ داريم. يعنی ۸ مقدار 
برای n داريم.

a می افتيم، پس بايد . ۱۰۹ bn n- از مساوی بودن توان ها، به ياد

35 2 3
3 3= + a بنويسيم.  bp p- a يا bp p+ ۳۵ را هم به صورت

42 زوج است)، پس اين عدد 
3

3 (چون 2 3 2
3 3 42 42+ -| حالا دقت كنيم كه

بر ۳۵ بخش پذير است و باقی مانده، صفر است.

2، آن وقت داريم. ۱۱۰ 5
2 2+ ، اگر به جای ۲۹ بنويسيم در 

90 فرد است، بخش پذير است.
2

45= 2 كه چون 5 2 5
2 2 90 90+ +|

130. حالا دقت كنيم  7 9
20 20| - 130، يعنی 7 3

20 2 20| ( )- ، می نويسيم در 

49 می خورد. 81 130+ = 7 بخش  پذير است، يعنی به 9
2 2+ 7 بر 9

20 20- كه
2 شرطش  1 2 1

5 80+ +| 2 بنويسيم، بايد 1
5 + ، اگر ۳۳ را به صورت در 

نادرست است. 80 فرد باشد كه نيست! پس 
5

16= اين است كه

 80
10

2، چون 1 2 1
10 80- -| داريم بنويسيم،   2 1

10 - را اگر ۱۰۲۳   ، در 
نادرست بود. عدد طبيعی است، اين هم درست است. پس 
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