
�

�D�tOkt ��y�w�Ut�v

x� �s� R�OQB�t �y�Q��Q��v �UQQ� QO R��v OQwt ��yQ�R�� w O�Oa� ���OD�� X�wN �UQQ� x� pYi u�� QO
�Ovm xar��t �Q ��Dm �xtOkt ���Dm xar��t �wQW R� p�k OwW�t O�yvW�B xOvv�wN

�k�kL O�Oa� ���

�� QDnQR�	 ���DQD �x���Q �CU� �yu
 u�� ���DQD �x���Q �k�kL O�Oa� syt w �rY� X�wN R� �m�
s�Om xm s�vm �UQQ� w s�vm xU��kt sy �� �Q O�Oa� OyO�t xR�H� �t x� �sy x� C�Uv O�Oa� uOw� QDlJwm
�s�vm �UQQ� �Q x���Q u�� ��y�oS� w xt�O� QO �Q�N �� OvDUy Q��Q� sy �� O�Oa� xmu�� �� w CU� QDnQR� OOa

�CU�Q�O �Q Q� R X�wN R� �m� ��k�kO x �k�kL OOa Qy �� C�Y�N

x �  �hr�

x �  ��

x �  �G

�CU� QiY Q��Q� �� �ivt �� CU� C�Ft �� �k�kL OOa Qy �va�

�OvDUy C�Ft �O�Oa� R�v xy w x� y �OvW�� C�Ft OOa wO x� y Qo � �� C�Y�N

�a� b �  Qo � �yvD w Qo � CU� a � b �a� b �k�kL O�Oa� ��Q� �� C�Y�N

OvDUy �ivt u�tRsy �� Ov�C�Ft u�tRsy �� a� b x�ou
 �ab �  �a� b �k�kL O�Oa� ��Q� Qo � ��C�Y�N

�ab �  OvW�� �ivt �� C�Ft u�tRsy b w a Qo � �va� �TmaQ� w

�a� �  �a �k�kL OOa Qy ��Q� �xH�Dv

�



�y�Q��Q��v QO pYi �� � �

�c �k�kL OOa Qy ��Q� O�vm C��F �OvW�� �k�kL �O�Oa� a � b O�vm ZQi ���

�TmaQ� w a� c � b� c

�pLx�Q
a � b � a� b � � � a� b� �c� c� � �

� �a� c�� �b� c� �� a� c � b� c

�s��xOQm xO�iDU� q�� swO C�Y�N R� Q�� l� w swU C�Y�N R� Q�� wO �Hu�� QO

�ac � bc O�vmC��F �a � b w c � � xm OvW�� �k�kL �O�Oa� a� b� c O�vm ZQi ���

�pLx�Q���
��
a � b

c � �
�

���
��
a� b � �

c � �

� �a� b�c � � � ac� bc � � � ac � bc

�a � b O�vmC��F �ac � bc w c � � xm OvW�� �k�kL �O�Oa� a� b� c O�vm ZQi ���

�OwW�t Q�Po �w xOvv�wN x� w CU� p�k p�Ft x��W �pLx�Q

�ac � bc O�vmC��F �a � b w c � � xm OvDUy �k�kL �O�Oa� a� b� c O�vmZQi ���

�pLx�Q���
��
a � b

c � �
�

���
��
a� b � �

�c � �
� �a� b���c� � � � bc � ac

QO ��k�kO x � a � b �k�kL OOa CQwY u�� QO �OvDUy �k�kL OOa wO a� b ���

	
 C�Y�N Q��v�� �Ovm�t jOY Q� R X�wN R� �m�
x � � �hr�

x � � ��

x � � �G

�Ovvm�t jOY Q� R X�wN R� �m� QO ��k�kO a� b O�Oa� xH�Dv QO w
�a � b x�ou� x � � Qo � �hr�

�a � b x�ou� x � � Qo � ��
a � b x�ou� x � � Qo � �G



� �D�tOkt ��y�w�Ut�v

�ab � � O�vm C��F �b � � w a � � xm OvW�� �k�kL �O�Oa� a� b O�vm ZQi ���

�pLx�Q
���
��
a � �

b � �
�

���
��
a � �

�b � �
� �ab � � � ab � �

�a � c O�vm C��F �a � b� b � c xm OvDUy �k�kL �O�Oa� a� b� c O�vm ZQi ���

�pLx�Q���
��
a � b

b � c

�

���
��
a� b � �

b� c � �
� �a�b���b�c� � � � a�c � � � a � c

O�vm C��F �c � d w a � b xm OvDUy �k�kL �O�Oa� a� b� c� d O�vm ZQi ���

�a� c � b� d

�pLx�Q���
��
a � b

c � d

�

���
��
a� b � �

c� d � �
� �a�b���c�d� � � � �a�c���b�d� � �

�a� c � b� d �� CU� pO�at xm

�bd � ac O�vmC��F �OvW���k�kL�O�Oa� d � c � � w b � a � � O�vmZQi ���

C�Ft �OOa b �iQ� R� �bc � ac ��	 p�Ft j�� xH�Dv QO �b � c w CU� C�Ft �OOa c �pLx�Q


xH�Dv QO �bd � bc ��	 p�Ft j�� ��OOHt TB �d � c w CU�

bd � bc � ac � bd � ac

�a� � b� �OvW�� C�Ft �O�Oa� a � b Qo � �xH�Dv


O�vm C��F �OvW�� �k�kL �O�Oa� � � a � b � 	 O�vm ZQi ����

	 �
b� a

	� ab
� � �hr�

	 �
a

	� b
�

b

	� a
� � ��

	

� ab� � ba� � � �G



�y�Q��Q��v QO pYi �� � �

�pLx�Q��iQ� R� �CU� C�Ft u� GQNt sy w CQwY sy �Q� R �
b� a

�� ab
� � CU� �y�O	 �hr�

� � b� a

�� ab
� �� ab � b� a � �� a � b��� a� � � � b

��iQ� R� �
a

�� b
�

b

�� a
� � CU� K
�w ��

� � a

�� b
�

b

�� a
� ��� a���� b� � a��� a� � b��� b�

� �� ab � a� � b�

� �� a� � b� � ab � ��� a���� a� � b�b� a�

� �� a � b� a

�CU� �y�O	 xm

�ab� � ba� � � CU� XNWt TB �ab� � ba� � ab�b� a� CU� XNWt �G

�TB �a�b� a� � b�

�
O�O u�wD�t �DL�Q x	 �iQ� R�

ab�b� a� � b� b�

�
�
b�

�
� �

�

�O�vm C	�F �OvDUy �a��� �O�Oa� m�n ����

m

n
�
p
 � m� n

m� n
�
p


�pLx�Q
m

n
�
p
 � m� n

n
�
p
� �

� n

m� n
�

�p
� �

�
p
� � � m� n

m� n
�
p




� �D�tOkt ��y�w�Ut�v

VN� u���B ��yu� QtD

�
�
a
� � O�vm C��F �OW�� C�Ft �OOa a � � Qo � ��

�
a

b
� � O�vm C��F �OvDUy C�Ft �O�Oa� a� b ��

�a� � a O�vm C��F �CU� C�Ft �OOa a � � O�vm ZQi ��

�a� � a O�vm C��F �CU� C�Ft �OOa a � � O�vm ZQi ��

�a � b Qo � �yvD w Qo �
a

b
� � O�vm C��F �b � � xm OvW�� �k�kL �O�Oa� a� b O�vm ZQi �	

�an � bn O�vm C��F a � b xm b� a C�Ft �k�kL O�Oa� w n �a��� OOa ��Q� �




�y�Q��Q��v QO pYi �� � �

jr�tQOk ���

�OwW�t h� QaD Q� R CQwYx� OwW�t xO�O u�Wv jxj O�tv �� xm x �k�kL OOa jr�tQOk

jxj �

���
��
x x � � �Qo �

�x x � � �Qo �

�CU� �k�kL O�Oa� QwLt QO QiY OOa �D x OOa �xrY�i Q��Q� jxj Ck�kL QO

0 x

|x| = x
|x| = −x

x 0

�CU� Qo�Om� R� a� b O�Oa� �xrY�i Q��Q� ja� bj �a� b �k�kL O�Oa� ��Q� u�vJsy
|a − b| = a − b

a b

|a − b| = b − a

a

a

b

aa

�OvDUy �UQQ� p��k �oO�U x� Q� R X�wN ����

jxj� � x� �O

jabj � jajjbj �y

b �� � xm ja
b
j �

jaj

jbj
�w

jxj � � �hr�

x � � Qo � �yvD w Qo � jxj � � ��

j � xj � jxj �G

ErFt �w�Ut�v �� C�Y�N

�CU� Q�QkQ� �s�� wo�t ErFt �Q��Q��v u	 x� xm Q� R x���Q xW�ty �a� b �k�kL O�Oa� ��Q�

jaj� jbj � ja� bj

�ab � � xm ODi��t j�iD� �v�tR �w�UD w

�TB �OvDUy C�Ft ErFt �w�Ut�v u�iQ
 O�vm CkO �C��F�

jaj� jbj � ja� bj � �jaj� jbj�� � ja� bj�

� a� � b� � �jabj � a� � b� � �ab

� �jabj � �ab � jabj � ab



� �D�tOkt ��y�w�Ut�v

�qO�at �� �jabj � ab xm CU� �v�tR �w�UD w CU� jr�tQOk h� QaD �y�O� �xH�Dv Q�N� �w�Ut�v

�ab � �

ErFt �w�Ut�v �rm Cr�L �� C�Y�N

	a�� a�� � � � � an �k�kL O�Oa� ��Q� �CU� 
 C�Y�N s�taD C�Y�N u��

ja�j� ja�j� � � � � janj � ja� � a� � � � � � anj

�OvW�� Ctqasy a�� � � � � an u�� QO QiY�v O�Oa� �xty xm CU� �v�tR �w�UD Cr�L w

�O�vR� �QkDU� n �wQ �C��F�

	a�� a�� � � � � an �k�kL O�Oa� ��Q� �xH�Dv

ja�j� ja�j� � � �� janj � j � a� � a� � � � � � anj

	O�vm C��F x� y� a� b �k�kL O�Oa� ��Q� ����

�b � x � b x�ou� �jxj � b Qo � �hr�
�
�
�jaj � jbj

�
�
� � ja� bj ��

�pLx�Q	xH�Dv QO �OvDUy C�Ft wO Qy jxj w b xm CU� XNWt �hr�

b � jxj � �jxj � �b � b � jxj � � � �jxj � �b

� �b � x � b s� Q�o�t xH�Dv �CU� �x �� x Q��Q� jxj xmu�� x� xHwD �� p�L

	xH�Dv QO �OvDUy C�Ft �w�Ut�v u�iQ� CU� XNWt ��

ja� bj �
�
�
�jaj � jbj

�
�
� � �a� b�� � �jaj � jbj��

� a� � b� � ab � a� � b� � jabj

� �ab � �jabj � jabj � ab

�CU� CUQO h� QaD Q��v� Q�N� �w�Ut�v xm



�y�Q��Q��v QO pYi �� � �

VN� u���B ��yu� QtD

�O�vm C��F �a � b w c � d xm OvDUy �k�kL �O�Oa� a� b� c� d ��

ac� bd � ad� bc

�O�vm C��F �a� d � b� c xm OvDUy �k�kL �O�Oa� a� b� c� d ��

�a� b��c� d� � �a� c��b � d� � �d� a��b� c� � �

����� �m�wrU� �lJ �wytH�

�CU� QDsm
	



R�
p


n� � n OOa �Q�Wa� CtUk O�vm C��F �CU� �a��� �OOa n ��

�O�vm C��F �OvDUy �k�kL �O�Oa� a� b� c �	

jaj� jbj� jcj� ja� b� cj � ja� bj� jb� cj� jc� aj



� �D�tOkt ��y�w�Ut�v

�ax� � bx� c� wO �xHQO ��xrtHOvJ ���

Q�QkQ� x �k�kL OOa Qy ��Q� xmCU� x� � � �w�Ut�v ��k�kL O�Oa� ��Q� �y�w�Ut�v u� QDO�it R� �m�
��y�w�Ut�v p��k R�� 	OQm C��F� u�wD�t �Q Qo�O ��y�w�Ut�v �x� � � �w�Ut�v R� xO�iDU� �� 	CU�
u�wD�t �w�Ut�v u�� R� xO�iDU� �� xrtH R� 
	OvwW�t �UQQ� xOv�� ��ypYi QO xm RDQ�wW �Wwm w x�U�w
x� CQ��a u�� R� 	Ci�� a� b� c x�wNrO �k�kL O�Oa� ��R� x� �Q ax�� bx� c CQ��a QFm �OL �� pk�OL

	OwW�t xO�iDU� �w�Ut�v p��Ut QO w�vD

Q�Okt pk�OL x �
�b

�a ��R� x� ax� � bx� c wO �xHQO ��xrtHOvJ 	OW�� a � � O�vm ZQi �OD��

��Q� R 	CU� c� b�

�a Q��Q� R�v pk�OL Q�Okt w OQ�o�t �Q OwN

ax� � bx� c � a�x� �
b

a
x�

b�

�a�
� � c�

b�

�a � a�x�
b

�a�
� � c�

b�

�a

�OwW�t QiY Q��Q� x � �b
�a

��R� x� w CU� QiY Q��Q� u� pk�OL w �x� b

�a
�� � � xm �Hv� R�

ax� � bx� c � a�x�
b

�a�
� � c�

b�

�a � c�
b�

�a

OwN Q�Okt QFm �OL x �
�b

�a ��R� x� ax�� bx� c wO �xHQO ��xrtHOvJ �OW�� a � � Qo � ��y��Wt

	CU� c� b�

�a Q��Q� R�v QFm �OL Q�Okt w OQ�o�t �Q

ax� � bx� c � a�x�
b

�a�
� � c�

b�

�a � c�
b�

�a �
�ac� b�

�a

u� x� xm CU� b�� �ac �ax� � bx� c ��xrtHOvJ �� OQwNQ� QO syt Q��U� CQ��a l� ��Qw�O��

� � � Qo � p�Ft Qw�x� 	s�vm�t xO�iDU� u� V��tv ��Q� � O�tv R� w OwW�t xDio ��xrtHOvJ u��t
	OQ�Ov �k�kL �xW� Q �t swO �xHQO ��xrtHOvJ �OW��

�v�tR xy CQ��a QFm �OL O�vm C��F 	x� y � �a xm OvDUy C�Ft �O�Oa� x� y ����

	x � y � a xm CU�

	pLx�Q

x� y � �a � y � �a� x � xy � x��a� x� � �ax� x� � ��x� a�� � a�

�xH�Dv QO
xy � ��x� a�� � a� � a�



�y�Q��Q��v QO pYi �� � ��

�x � y � a �va� �x � a xm OwW�t �a� �va�� OwN QFm �OL xy �v�tR w

��Lt xm s�W�� xDW�O x� y ZQa w pw� �� �r��DUt Qo � �OQm �UQQ� Q� R CQwYx� u�wD�t �Q jwi p�Ft

�va� �x � y � a xm CU� QFm �OL �v�tR xy �va� �u	 CL�Ut �OW�� 
�x � y� � �a Q��Q� u	

�OW�� �� Qt l� �p��DUt

x

y a

a


�x� y� � �a

xy � a
�

x � y � a

xy � a
�

st�v�t �v�tR x� y pY�L �xy � � xm OvW�� C�Ft O�Oa� x� y O�vm ZQi ����

�x � y � � xm CU�

xH�Dv QO w y �
�
x

x�ou	 �xy � � Qo � �pLx�Q

x� y � x�
�
x
� �
p
x� �p

x
�� � 
 � 


�x � y � � �qO�at �� �
p
x �

�p
x
xm CU� 
 Q��Q� �v�tR w CU� 
 Q��Q� x� y Q�Okt pk�OL TB

�xy � �CL�Ut �� x� y �q�� �� �yp��DUt xty QO �OQm �UQQ� u�wD�t Q� R CQwYx� �Q jwi p�Ft

�OQ�O �Q ��Lt u� QDsm OL�w �q�� �� �� Qt

x

y
1

1

xy � �

x� y � 


x � y � �

x� y � 




�� �D�tOkt ��y�w�Ut�v

�x�
�
x
� � O�vm C��F �x C�Ft �k�kL OOa Qy ��Q� ����

�pLx�Q

x�
�
x
� �
p
x� �p

x
�� � � � �

�x � � �qO�at �	 �
p
x �

�p
x
xm CU� �v�tR �w�UD Cr�L

OvW�� ErFt l	 
q�� Ovv�wD�t a� b� c O�vm C��F �OvDUy C�Ft OOa xU a� b� c ����

�s�W�� xDW�O �p� q � � xm p� q �  Qy ��Q� Qo � �yvD w Qo �

pa� � qb� � pqc�

�c � a � b xm OvW�� ErFt l	 
q�� pw� Ovv�wD�t �v�tR �yvD a� b� c C�Ft O�Oa� ��Qw�O���

��a � b� c w b � a� c

O�vm ZQi �pLx�Q

Q � pa��qb��pqc� � pa�����p�b��p���p�c� � p�c���a��b��c��p�b�

�CU� C�Ft xW�ty Q s�v�O�t p�k R� �CU� wO �xHQO R� w p �UL Q� ��xrtHOvJ l	 Q xH�Dv QO
�xH�Dv QO �OW�� � �  Qo � �yvD w Qo �

Q �  � � � ��a� � b� � c��� � �b�c�� � 

� �a� � �b� c����a� � �b� c��� � 

� �a� � b� � c� � �bc��a� � b� � c� � �bc� � 

� �a� b� c��a� b� c��a � b� c��a� b� c� � 

� �b� c� a��c � a� b��a� b� c� � 

�OvDUy C�Ft jwi CQ��a R� �D wO �a � b � c Qo � O	O u�wD�t �oO�U x� xr��Ut C�rm R� uOW sm uwO�
�xH�Dv QO �OvW�� C�Ft �oty O	�� �CU� C�Ft CQ��a xU Qy �Q� Qo � TB

a� b � c � a� c � b � b� c � a



�y�Q��Q��v QO pYi �� � ��

VN� u���B ��yu� QtD

�
a

b
�

b

a
� � O�vm C��F �OvDUy C�Ft �O�Oa� a� b O�vm ZQi ��

Ovm jOY Q� R ���QW QO ax� � bx� c wO �xHQO ��xrtHOvJ O�vm ZQi ��

a � � � a� b� c � � � a� b� c � � � a� c � � � b� � �ac � �

�OvQ�O Q�Qk ��	�	� �xR�� QO xm OQ�O �k�kL 
�wH wO ax� � bx� c �xrO�at O�vm C��F

�OvW�� CUQO u�tRsy Ovv�wD�tv Q� R ��yCQ��a O�vm C��F �OvW�� C�Ft �O�Oa� a� b� c O�vm ZQi ��

a�	� b� �
	

�
� b�	� c� �

	

�
� c�	� a� �

	

�



�

x�U�w ��y�w�Ut�v

u� QD�OQ� Q�m R� �m� x�U�w ��y�w�Ut�v �s� R�OQB�t x�U�w ��y�w�Ut�v �UQQ� x� pYi u�� QO

QO �s�vm�t �UQQ� �Q X�N Cr�L OvJ �OD�� �� w � VN� QO �OvDUy �y�w�Ut�v �� OQwNQ� QO �yVwQ

�UQQ� x� 	 VN� �s� R�OQB�t u
 ��yOQ� Q�m �UQQ� x� w xOQm C��F� w �iQat �Q �rm Cr�L � VN�

��yu� QtD pL x� R�v � VN� �OQ�O X�YDN� u
 QO R� Q C�mv w G��Q C�y��DW� w �w�Ut�v u�� QD�RH

�OQ�O X�YDN� QDpmWt

��Dm �xtOkt QO �Q ��Dm xar��t VwQ OwW�t x�YwD xOvv�wN x� ��Dm �xar��t R� p�k s�vm�t �Qw
O��

�O��tv xOy�Wt

Q�eDt wO �� x�U�w ��y�w�Ut�v ���

���

O�vm h� QaD �OvW�� C�Ft w �k�kL �O�Oa� a� b O�vm ZQi

QM �

s
a� � b�

�
� AM �

a� b

�
� GM �

p
ab � HM �

�
�

a
�

�

b

�a� Qt u�ov��t ���UL u�ov��t �UOvy u�ov��t �ki�wD u�ov��t

��



�y�Q��Q��v QO pYi �� � ��

�CQwYu�� QO
QM � AM � GM � HM

�a � b xm OyO�t MQ �v�tR �y�Q��Q��v u�� R� s�Om Qy QO �w�UD Cr�L w
x��Q� p�Ft xt�O� QO s�Om Qy ��Q� w s�vm�t C��F xv�o �OH CQwYx� �Q q�� ��y�w�Ut�v

�OQm s�y�wN

����UL � �a� Qt �w�Ut�v� �QM � AM CtUk C��F�

�s�vm C��F O��� �yvD jwi �x���Q C��F� ��Q�s
a� � b�

�
� a� b

�
� a� � b�

�
� �

a� b

�
��

� ��a� � b�� � a� � �ab� b� � a� � b� � �ab � 	

� �a� b�� � 	

�a � b �va� 
OW�� Q�QkQ� a� b � 	 xm CU� �v�tR �w�UD Cr�L w CU� Q�QkQ� xQ�wty jwi �w�Ut�v xm

�O�vm C��F 
OvW�� C�Ft w �k�kL �O�Oa� x� y O�vm ZQi ���

��x� � y�� � �x� y��

�TB �QM � AM 
C�Ft �k�kL OOa wO Qy ��Q� 
��� x��k Q��v� �pLx�Qs
x� � y�

� � x� y

� � x� � y�

� � �
x� y

� ��

� x� � y�

� � �x� y��

 � ��x� � y�� � �x� y��

��UOvy � ���UL �w�Ut�v� �AM � GM CtUk C��F�

�s�vm C��F O��� �yvD jwi �x���Q C��F� ��Q�

a� b

� �
p
ab � a� b � �

p
ab

� �
p
a�

p
b�� � 	

�a � b�va� 
OW�� Q�QkQ�
p
a�
p
b � 	 xmCU��v�tR�w�UDCr�LwCU� Q�QkQ� xQ�wtyjwi�w�Ut�v xm



�� x�U�w ��y�w�Ut�v

�O�vm C��F �OvW�� C�Ft w �k�kL O�Oa� x� y O�vm ZQi ���

x� � y� � �xy

�TB �AM � GM �C�Ft �k�kL OOa wO Qy ��Q� ��	� �x��k Q��v� �pLx�Q

x� � y�

�
�
q
x�y� � xy � x� � y� � �xy

�O�vm C��F �OW�� �k�kL �OOa x � 
 O�vm ZQi ���

x�
�

x
� �

��	� �x��k Q��v� �pLx�Q

x� �

x

�
�
r
x�

�

x
� � �AM �GM�

� x�
�

x
� �

�xm CU� �v�tR R�v �w�UD Cr�L �	� �x��k Q��v�

x �
�

x
� x� � � � x � �

�O�vm C��F �OvW�� C�Ft w �k�kL �O�Oa� a� b� x O�vm ZQi ���

ax�
b

x
� �
p
ab

��	� �x��k Q��v� �pLx�Q

ax� b

x

�
�
r
ax�

b

x
�
p
ab �AM �GM�

� ax�
b

x
� �
p
ab

�O�vm C��F �OvW�� C�Ft w �k�kL �O�Oa� a� b O�vm ZQi ���

a

b
�
b

a
� �

�O����� R�v �Q �w�UD Cr�L

��	� �x��k Q��v� �pLx�Q
a

b
� b

a

�
�
r
a

b
�
b

a
� � �AM �GM�

� a

b
�
b

a
� �ab



�y�Q��Q��v QO pYi �� � ��

�a � b �va� �
a

b
�

b

a
xm CU� �v�tR R�v �w�UD Cr�L

�O�vm C��F a� b� c C�Ft w �k�kL O�Oa� ��Q� ���

a� � b� � c� � ab� ac� bc

��	
 �x��k Q��v� �pLx�Q

a� � b�



�
p
a�b� � ab �AM �GM�

w
a� � c�



�
p
a�c� � ac �AM �GM�

w
b� � c�



�
p
b�c� � bc �AM �GM�

a� � b� � c� �
a� � b�



�

a� � c�



�

b� � c�



� ab� bc� ac

�O�vm C��F a� b� c C�Ft w �k�kL O�Oa� ��Q� ���

�a� b��a� c��b� c� � �abc

�O����� R�v �Q �w�UD Cr�L

��	
 �x��k Q��v� �pLx�Q

a� b



�
p
ab �AM �GM� �a � b �w�UD Cr�L

b� c



�
p
bc �AM �GM� �b � c �w�UD Cr�L

a� c



� pac �AM �GM� �a � c �w�UD Cr�L

� a� b



� b� c



� a� c



�
p
ab�
p
bc�
p
ac � abc

� �a� b��a� c��b � c� � �abc

�OyO MQ �w�UD �jwi �UOvy ���UL �w�Ut�v xU Qy QO xm CU� �v�tR R�v �w�UD Cr�L Qw�u�ty

�a � b � c xm CU� �v�tR �w�UD Cr�L xH�Dv QO �a � c w b � c �a � b �va�



�� x�U�w ��y�w�Ut�v

��ki�wD � �UOvy �w�Ut�v� �GM � HM CtUk C��F�

�s�vm C��F CU� �i�m C��F� ��Q�

p
ab � �

�

a
�

�

b

�
�

a
�

�

b

�
� �p

ab

�
a�b
ab

�
� �p

ab
� a� b

�
� abp

ab

� a� b

�
�
p
ab

�s�v�O�t �Q u� CLY p�k R� xm CU� �AM �GM� u�ty �Q�N� �w�Ut�v xm

�O�vm C	�F �OvW�	 C�Ft w �k�kL �O�Oa� x� y O�vm ZQi ���

�
x
�

�
y
� �p

xy

��
� �x��k Q	�v	 �pLx�Q

p
xy � �

�

x
� �

y

�GM �HM�

� �
x
�

�
y
� �p

xy

��y�w�Ut�v R�CU� umtt xt�O� QO �OW �UQQ	 R�v ���yp�Ft w OW C��F� �t�tD x	 �
� �x��k �Hv�� �D

�OvDUy �
� �x��k R� �y�O	 G��Dv xm s�vm xO�iDU� R�v Q� R

QM � AM � GM � HM

� QM � HM � QM � GM � AM � HM

�O�vm C	�F �OvW�	 C�Ft w �k�kL �O�Oa� a� b O�vm ZQi ���

�a� b��
�
a
�

�
b
� � �

��
� �x��k Q	�v	 �pLx�Q

a� b

�
� �

�

a
� �

b

�AM �HM�

� �a� b��
�
a
�

�
b
� � �

�OQm s�y�wN �UQQ	 �Q �QDQ�wWO ��yp�Ft  VN	 QO w s� Q	�t u���B x	 u� QtD OvJ �	 �Q VN	 u��



�y�Q��Q��v QO pYi �� � ��

VN� u���B ��yu� QtD

�O�vm C��F x� y� z C�Ft w �k�kL O�Oa� ��Q� ��

xy � yz � zx � x
p
yz � y

p
xz � z

p
xy

�O�vm C��F x� y C�Ft w �k�kL O�Oa� ��Q� ��

x� � y� � � � xy � x� y

�O����� R�v �Q �w�UD Cr�L

�O�vm C��F x� y� z C�Ft w �k�kL O�Oa� ��Q� ��

�

x
�

�

y
�

�

z
� �p

xy
�

�p
yz
�

�p
xz

�O�vm C��F x� y� z C�Ft w �k�kL O�Oa� ��Q� �	

xy

z
�

yz

x
�

zx

y
� x� y � z

�O�vm C��F x� y� z C�Ft w �k�kL O�Oa� ��Q� �


x� � y� � z� � x

q
y� � z� � y

p
x� � z�

�O����� R�v �Q �w�UD Cr�L

�O�vm C��F a� b� c� d C�Ft w �k�kL O�Oa� ��Q� ��

a� b� c� d � �
�
p
abcd

�O����� R�v �Q �w�UD Cr�L

�O�vm C��F a� b C�Ft w �k�kL O�Oa� ��Q� ��

a� � b� � � � �ab

�O�vm C��F a� b� c� d C�Ft w �k�kL O�Oa� ��Q� ��

�a� b� c� d��
�

a
�

�

b
�

�

c
�

�

d
� � �	 �hr�

a

b
�

b

c
�

c

d
�

d

c
� � ��



�� x�U�w ��y�w�Ut�v

Q�Okt QFm �OL O�vm C��F �CU� k Q��Q� �yu� �tH xm OW�� C�Ft w �k�kL OOa wO a� b O�vm ZQi ��

�CU�
k�

�
Q��Q� ab

�
p
k Q��Q� a� b Q�Okt pk�OL O�vm C��F �ab � k xm OvW�� C�Ft �k�kL OOa wO a� b O�vm ZQi ���

�CU�

�O�vm C��F �OvW�� 	 
Q�pY�L �� C�Ft w �k�kL �O�Oa� a�� a�� � � � � an O�vm ZQi ���

�	� a���	� a�� � � � �	� an� � �n

�O�vm C��F �OvDUy C�Ft w �k�kL O�Oa� a� b O�vm ZQi ���

a�

b
�

b�

a
� �ab

�O�vm C��F a� b� c C�Ft w �k�kL O�Oa� ��Q� ���

�a� � b� � c�� � �a� b� c�� � �ab� ac� bc�

�O�vm C��F �x� y � z � 	 xm OvW�� C�Ft w �k�kL �O�Oa� x� y� z O�vm ZQi ���

xy

z
�

yz

x
�

zx

y
� 	

�O�vm C��F �OvW�� C�Ft w �k�kL �O�Oa� a� b� c O�vm ZQi ���

�a�
	
b
��b�

	
c
��c�

	
a
� � �

�O�vm C��F �OvW�� C�Ft w �k�kL O�Oa� a� b� c O�vm ZQi ��	

ab

a� b
�

bc

b� c
�

ca

c� a
� a� b� c

�

�O�vm C��F a� b C�Ft O�Oa� ��Q� ��


�
a� b

�
�� � ab�a� � b��

�

�O�vm C��F a� b� c� d C�Ft O�Oa� ��Q� ���

	
ab

�
	
cd

� �
�a� b��c� d�



�� x�U�w ��y�w�Ut�v

x�U�w ��y�w�Ut�v �UQQ� ���

�s� R�OQB�t �rm Cr�L QO x�U�w ��y�w�Ut�v �UQQ� x� VN� u�� QO

���

�O�vm h� QaD �OvW�� C�Ft w �k�kL �OOa n �a�� a�� � � � � an O�vm ZQi

QM �

s
a�
�
� a�

�
� � � �� a�

n

n
� AM �

a� � a� � � � �� an
n

�a� Qt u�ov��t ���UL u�ov��t

GM � n

p
a�a� � � � an � HM �

n
�

a�

� �

a�

� � � �� �

an

�UOvy u�ov��t �ki�wD u�ov��t

�CQwYu�� QO
QM � AM � GM � HM

�a� � a� � � � � � an xm CU� �v�tR �w�UD Cr�L w

GM � HM w QM � AM C��F� �s�vm�t C��F �Q AM � GM �w�Ut�v �yvD �Hv�� QO �C��F�

�s� Q�Po�t xOvv�wN �xOya Q� u� QtD u�wva x� w CU� x��Wt �qt�m

O�tv �� �Q a� � a� � � � � � an
n

� n

p
a�a� � � � an �xQ�Ro �CU� 	���Qkyk ��QkDU�
 VwQ x� C��F�

�s�vm C��F �Q Q� R �xQ�Ro xU O��� ����Qkyk ��QkDU� VwQ x� C��F� ��Q� �s�yO�t u�Wv Pn
�CU� Q�QkQ� P� s�vm�t C��F �OD�� ��

�OyO�t xH�Dv �Q P�n �DUQO �Pn �DUQO s�vm�t C��F ��
�OyO�t xH�Dv �Q P

n�� �DUQO �Pn �DUQO s�vm�t C��F ��
��Ow� Oy�wN Q�QkQ� n � � Q�O�kt s�tD ��Q� Pn x�ou� �OvwW C��F� 	 w � ��
 Qo �

�OW C��F� � VN� QO xm CU� Q�eDt wO �� �UOvy � ���UL �w�Ut�v u�ty u�� �� C��F�

�OW�� Q�QkQ� Pn Qo � �� C��F�

a� � a� � a� � a� � � � � � a�n�� � a�n
� �a� � a�� � �a� � a�� � � � � � �a�n�� � a�n�

� ��pa�a� �
p
a�a� � � � ��p

a�n��a�n�

�O�vm xaH�Qt C����mQD ��y��Dm x� ���Qkyk ��QkDU� OQwt QO QDW�� C�aq�� ��Q� 	�



�y�Q��Q��v QO pYi �� � ��

� �n
qp

a�a� �
p
a�a� � � � � �

p
a�n��a�n

� �n �n
p
a�a�a� � � � a�n

�CU� Q�QkQ� P�n TB

O�vm h� QaD �OvW�� C�Ft OOa n� � �a�� a�� � � � � an�� O�vm ZQi �� C��F�

g � n��
p
a�a� � � � an��

�Pn �DUQO ZQi R� xO�iDU� ��

a� � a� � � � �� a
n�� � g

n
� n

p
a�a� � � � an��g � n

q
gn��g � g

� a� � a� � � � � � a
n��

n� �
� n��

p
a�a� � � � an��

�CU� Q�QkQ� Pn �n �a��	 OOa Qy 
�Q� �xH�Dv QO �CU� Q�QkQ� R�v P
n�� TB

�O�vm C��F �OvW�� C�Ft O�Oa� a� b� c� d O�vm ZQi ����

�a� b� c�� � a� � b� � c� � ��abc

�pLx�Q

�a� b� c�� � a� � b� � c� � �abc

� �a�b� a�c� b�a� b�c� c�a� c�b�

� a� � b� � c� � �abc� ��
�
p

a�b�c��

� a� � b� � c� � ��abc

�O�vm C��F �a�� a�� � � � � an C�Ft w �k�kL O�Oa� 
�Q� ����

�a� � a� � � � �� an��
�
a�

�
�
a�

� � � � � �
an
� � n�

��UOvy � ���UL 
w�Ut�v R� xO�iDU� �� �pLx�Q

�a� � a� � � � �� an��
�
a�

�
�
a�

� � � �� �
an
�

� �n n

p
a�a� � � � an��n n

s
�
a�

�
a�
� � � �

an
� � n�



�� x�U�w ��y�w�Ut�v

�O�vm C��F �Hn � ��
�
�
�

�
�
� � � �� �

n
O�vm h� QaD ����

n�n� ��
�

n � n�Hn �n � ��

�CW�O s�y�wN n � �� �� � � �� �� �z �
�D n

uDWwv �� �pLx�Q

n�Hn � n� ���
�
�
�

�
�
� � � �� �

n
�

� ��� �� � ��� �
�
� � ��� �

�
� � � � �� ��� �

n
�

� �� �
�
�

	
�
� � � �� n� �

n
�

n
n

r
�� �

�
� 	

�
� � � � � n� �

n
� n

n

p
n� �

�CU� 
wr�t smL u�ty xm

�O�vm C��F �OvDUy � �wtHt �� C�Ft �O�Oa� a� b� c ����

�
�
a
� ����

b
� ����

c
� �� � 	

�AM �GM �w�Ut�v Q��v� �pLx�Q

�
a
� � � �

�a
�

�
�a

�
�
�a

� � � 	 �

r
�

��a�

���y��Wt
�
b
� � � 	 �

r
�

��b�
�
�
c
� � � 	 �

r
�

��c�

�a� b� c � � ZQi Q��v� �iQ� R�

�
�
�
a� b� c

�
� �
p
abc � �

abc
� �� ���

�xH�Dv QO

�
�
a
� ���

�
b
� ���

�
c
� �� � 	 �

r
�

��a�b�c�
� 	



�y�Q��Q��v QO pYi �� � ��

�O�vm C��F �OvDUy C�Ft �O�Oa� a� b� c ����

a� b� c � �ab

a� b
�

�bc

b� c
�

�ca

c� a

�AM �HM �w�Ut�v Q��v� �pLx�Q

a� b

�
� �

�

a
�

�

b

�
�ab

a� b

a� c

�
� �

�

a
� �

c

�
�ac

ac

b� c

�
� �

�

b
� �

c

�
�bc

b� c

�OwW�t xH�Dv p��wU smL �q�� x���Q u�iQ	 uOQm �tH ��

�O�vm C��F a� b� c C�Ft w �k�kL O�Oa� ��Q� ����

a� � b� � c� �
p

abc

����� x�UwQ�

�AM �GM �w�Ut�v Q��v� �pLx�Q

a� � b� � c� � �
p
a�b� � c� � �a�b� � c�

� �
q
��a�b��� c� � �

p
�abc �

p

abc

�O�vm C��F a� b �  �k�kL O�Oa� ��Q� ����

a�

b� 
�

b�

a� 
� 


����� x�UwQ�

�pLx�Q

a�

b� 
�

b�

a� 
�
�a� ��

b� 
�
�b� ��

a� 
� ��

a� 

b� 
�
b� 

a� 
� � �



a� 
�



b� 
�

�
�a� ��

b� 
�
�b� ��

a� 
�



a� 
�



b� 

�
� ��

a� 

b� 
�
b� 

a� 
� �



�� x�U�w ��y�w�Ut�v

�
�

s
�a� ���

b� �
�
�b� ���

a� �
�

�
a� �

�
�

b� �
� �

r
a� �
b� �

�
b� �
a� �

� �

�O�vm C��F �a� b� c� d C�Ft w �k�kL O�Oa� ��Q� ����

�a� b� c� d�� � �	�abc� bcd� cda� dab�

�AM �GM �w�Ut�v R� xO�iDU� �� 
pLx�Q

�	�abc� bcd� cda� dab� � �	ab�c� d� � �	cd�a� b�

� ��a� b���c� d� � ��c� d���a� b� � ��a� b� c� d��a � b��c � d�

� �a� b� c� d��


O����� �Q Q� R �xrO�at C�Ft ��y��wH ����

a� � b� � c� � d� � e� � 	abcde � ��


pLx�Q

a� � b� � c� � d� � e� � 	abcd � ��

� a� � b� � c� � d� � e� � �

� 	abcde

�AM �GM �w�Ut�v Q��v� �iQ R�

a� � b� � c� � d� � e� � � � 	�
�
p
a�b�c�d�e� � 	abcde


a � b � c � d � e � � xm OyO�t MQ �t�ovy �w�UD w


CU� a � b � c � d � e � � xrO�at C�Ft ��wH �yvD TB


�a� � �b� � � O�vm C��F 
ab � � xm OvDUy �a�� OOa wO a� b ����


pLx�Q

�a� � �b� � a� � a� � b� � b� � b� � b� � b� � �
�
p
a��b�� � �


a � b � � xm CU� �v�tR R�v �w�UD Cr�L



�y�Q��Q��v QO pYi �� � ��

�O�vm C��F �OvDUy CFt �O�Oa� a� b� c ����

�a� � �b� � c� � �abc

�pLx�Q

�a� � �b� � c� � a� � a� � a� � b� � b� � c� � �
�
p
a�a�a�b�b�c�

� �a� � �b� � c� � �abc

�O�vm C��F �CU� �a��	 �OOa n w R
�tDt w C�Ft �O�Oa� a� b ����

a� nb

n� �
�

n��
p
abn

�pLx�Q

a� nb

n� �
�
a� �

�D nz �� �
b� b� � � �� b�

n� �
� n��

p
abn

�
a� nb

n� �
�

n��
p
abn xW�ty w ODi��tv j�iD� �w�UD TB �a �� b �t�

�O�vm C��F �a� � b� � c� � � xm Ov�C�Ft �O�Oa� a� b� c O�vm ZQi ����

�

a� � �
�

�

b� � �
�

�

c� � �
� �

�AM �HM �w�Ut�v Q��v� �pLx�Q

�

a� � �
�

�

b� � �
�

�

c� � �
� �

�a� � �� � �b� � �� � �c� � ��
� �



�� x�U�w ��y�w�Ut�v

VN� u���B ��yu� QtD

�O�vm C��F �OvDUy � �tHpY�L �� C�Ft �O�Oa� a�� a�� � � � � an w �a��� �OOa k ��

a�k
�
� a�k

�
� � � �� a�kn � nk��

�xm O� Q�o� Q�v QO �Q a� b� c� d C�Ft O�Oa� ��

nX
i��

ai �

vuut�n� ���
nX

i��

a�
i
�

�Ov��ivt�v �oty �yai O�vm C��F

�O�vm C��F �OvDUy �k�kL �O�Oa� x� y� z � � ��

�y� � x��z� � y��x� � z� � ���xyz

�O����� �Q x��� x�� CQ��a Q�Okt QFm �OL 	
 � x � � �k�kL Q�O�kt ��Q� ��

�OvDUy �yu� R� �DWo��H b�� b�� � � � � bn �OvDUy C�Ft w �k�kL �O�Oa� a�� a�� � � � � an ��

�O�vm C��F
a�

b�
�

a�

b�
� � � ��

an

bn
� n

�O�vm C��F �CU� �a�� �OOa n w �k�kL �OOa a � � ��

an � � � n�a
n��

� � a
n��

� �

�O�vm C��F �abc � � xm OvDUy C�Ft �O�Oa� a� b� c ��

�� ab

�� a
�

�� bc

�� b
�

�� ca

�� c
� �

�O�vm C��F �a� � a� � � � �� an � � xm O� Q�o� Q�v QO �Q a�� a�� � � � � an C�Ft O�Oa� ��

a�a�a� � � � an��� �a� � a� � � � � � an��

�a� � a� � � � �� an���� a����� a�� � � � ��� an�
�

�

nn��

����� ���� Q �v�yH O��Btr� �O�yvW�B�



�y�Q��Q��v QO pYi �� � ��

�xm OvDUy C�Ft �O�Oa� a�� a�� � � � � an ��

�
�� a�

�
�

�� a�
� � � � � �

�� an
� �

�O�vm C��F

p
a� �

p
a� � � � ��

p
an � �n� ���

�p
a�

�
�p
a�

� � � � � �p
an
�

�xm OvW�� C�Ft �O�Oa� �a�� a�� � � � � an� w �b�� b�� � � � � bn� O�vm ZQi ���

a� � a� � � � �� an � b� � b� � � � �� bn

�O�vm C��F

a�
�

a� � b�
�

a�
�

a� � b�
� � � �� a�

n

an � bn
� a� � a� � � � � � an

�

�O�vm C��F 	OvDUy C�Ft �O�Oa� a� b� c ���

�
a� � b� � abc

�
�

b� � c� � abc
�

�
c� � a� � abc

� �
abc

����� �m� Qt��

�O�vm C��F 
OvDUy � �wtHt �� C�Ft �O�Oa� a� b� c ���

�
�
a
� ���

�
b
� ���

�
c
� �� � �

�O�vm C��F 
abc � � xm OvDUy C�Ft �O�Oa� a� b� c ���

a

�a� ���b� ��
�

b

�b� ���c� ��
�

c

�c� ���a� ��
� 

�

����� �m	wrU	lJ�

�O�vm C��F 

�

a� �
�

�
b� �

�
�

c� �
� � xm Ov�C�Ft �O�Oa� a� b� c ���

abc � �

�O�vm C��F a� b� c C�Ft O�Oa� ��Q� ��	
�a� b� c��


� a

p
bc� b

p
ca� c

p
ab

����� x�UwQ�



�� x�U�w ��y�w�Ut�v

�k�kL w C�Ft O�Oa� w q� � q� � � � �� qn � � xm q�� q�� � � � � qn C�Ft ��� wo O�Oa� ��Q� ���

�O�vm C��F a�� a�� � � � � an

a�q� � a�q� � � � �� qnqn � a
q�
�
a
q�
�
� � � aqnn

QDxO�J�B�t�y�it x� u� C��F��rw 	OvW�� R�vC�Ft�k�kL O�Oa� Ovv�wD�t q� � q�� � � � � qn �K�
wD�

�	s�vm�t xO�iDU� xt�O� QO �Q u� C��F� uwO� w OQ�O R��v �Dm u�� K�U R�

�O�vm C��F 	xyz � � xm OvDUy C�Ft �O�Oa� x� y� z ���

x�

��� y���� z�
�

y�

��� x���� z�
�

z�

��� x���� y�
�

�
�

����� ���� Q �v�yH O��Btr� �O�yvW�B�

�O�vm C��F 	CU� �a��� �OOa n � � ���

�
n� �

�
�n � n�

	OQ�Ov xW� Q �C�Ft �k�kL O�Oa� QO �x� � �x� � � ��xrtHOvJ O�vm C��F ���

�O�vm C��F 	CU� �a��� �OOa n � � ���

nY
i��

�
n

i

�
� �

�n � �
n� �

�n��

	O����� C�Ft O�Oa� QO �Q Q� R �xrO�at ��y�wH ���

a� � b� � c� � d� � �ab� bc� cd� da� �
�
�
� �

�O�vm C��F 	CU� �a��� �OOa n � � ���

nn � ��n� ����n� �� � � � ������ �
��n��
�nn�

�O�vm C��F 	abc � � xm Ov�C�Ft �O�Oa� a� b� c ��	

a

b
�

b

c
�

c

a
� a� b� c

�O�vm C��F 	a� b� c � � xm Ov�C�Ft �O�Oa� a� b� c ��


a

�� b�
�

b

�� c�
�

c

�� a�
�

�
�


